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APRESENTACAO

Aobra “Educacao Matematica e suas tecnologias” € composta por quatro volumes,
gue véem contribuir de maneira muito significante para o Ensino da Matematica, nos
mais variados niveis de Ensino. Sendo assim uma referéncia de grande relevancia
para a area da Educacao Matematica. Permeados de tecnologia, os artigos que
compde estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matematica como um todo,
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da area e professores que buscam
conhecimento e aperfeicoamento. Pois, no decorrer dos capitulos podemos observar
a matematica aplicada a diversas situagcdes, servindo com exemplo de praticas muito
bem sucedidas para docentes da area. A relevancia da disciplina de Matematica no
Ensino Basico e Superior € inquestionavel, pois oferece a todo cidadao a capacidade
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matematica como
ferramenta para a resolucéo de problemas do seu cotidiano. Sem duvidas, professores
e pesquisadores da Educacao Matematica, encontrardo aqui uma gama de trabalhos
concebidos no espaco escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem
para diversos conteudos matematicos. Que estes quatro volumes possam despertar
no leitor a busca pelo conhecimento Matematico. E aos professores e pesquisadores
da Educacdo Matematica, desejo que esta obra possa fomentar a busca por acdes
praticas para o Ensino e Aprendizagem de Matematica.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 17

SINCRONISMO EM UM NOVO MODELO
METAPOPULACIONAL COM TAXA DE MIGRACAO
INDEPENDENTE DA DENSIDADE

Francisco Helmuth Soares Dias
Universidade Federal do Rio Grande do Sul,
Programa de P6s-Graduacédo em Matematica
Aplicada

Porto Alegre — RS

Jacques Aveline Loureiro da Silva
Universidade Federal do Rio Grande do Sul,

Departamento de Matematica
Porto Alegre — RS

RESUMO: Neste trabalho apresentamos um
novo modelo metapopulacional com taxa de
migracéo independente da densidade. Obtemos
também um critério para a estabilidade do estado
sincrono, baseado no calculo do numero de
Lyapunov Transversal do atrator sincronizado.
PALAVRAS-CHAVE: Metapopulacgao,
Estabilidade, = Sincronismo, Numero de
Lyapunov.

ABSTRACT: In this work we present a new
metapopulation model with density independent
migration rate. We also obtain a criterion for the
stability of the synchronous state, based on the
calculation of the Transversal Lyapunov number
of the synchronized attractor.
KEYWORDS: Metapopulation,
Synchronism, Lyapunov number.

Stability,
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11 INTRODUCAO

As pesquisas em dindmicas populacionais
témcrescidonasultimasdécadas, principalmente
aquelas que consideram que a populacao esta
dividida em pequenos fragmentos adequados
para reproducdo e sobrevivéncia da espécie,
ditos sitios ou patches, e ao conjunto discreto
deles denominado metapopulagdao, como pode
ser visto em Jansen e Lloyd (2000) e Silva,
Barrionuevo e Giordani (2010).

O termo metapopulacdo foi utilizado
(1969),
descrever uma populagéo de populagdes. Uma

pioneiramente por Levins para
metapopulacdo em que todos os seus sitios
possuem a mesma dinamica local (reproducao
e sobrevivéncia) é dita homogénea. Caso
contrario, a metapopulagao é dita heterogénea.

Os sitios estao cercados por um ambiente
hostil e totalmente impréprio para reproducéo
e sobrevivéncia. A conexao entre eles ocorre
através de movimentos migratorios. Neste
trabalho, migracao e dispersao terdao o0 mesmo
significado, e ser&o utilizadas para descrever
0 movimento dos individuos de um sitio para
outro.

Com a movimentacdo entre os sitios,
pode-se dar inicio a um outro processo muito
denominado

importante, sincronizacgao.

Segundo Earn, Levin e Rohani (2000) a
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sincronizagéo esta fortemente correlacionada com a extingcdo da metapopulagdo. Uma
dindmica sincronizada ocorre quando todos os sitios da populagdo, com condi¢coes
iniciais diferentes, passam a ter o mesmo numero de individuos num determinado
instante de tempo, a partir do qual oscilam de maneira idéntica.

21 O MODELO METAPOPULACIONAL

Consideremos uma metapopulacédo homogénea formada por n sitios enumerados
de 1 até n . Em cada sitio existe uma populacédo de uma unica espécie, chamada
populagéo local ou subpopulagdo. Denotamos por X, 0 nimero de individuos do sitio i
no instante de tempo t e vamos supor que uma funcéo f, suave em [0, ©) descreve 0
processo de dinamica local. Entdo, na auséncia de migracao entre os sitios, a evolugcéo
de cada populacao é dada por

Xt =f(x4),i=12..,nt=012.. )

Exemplos para a funcéo f podem ser encontrados em Hassel (1975).

Terminado o processo de dindmica local em cada sitio, ocorre o processo de
migracdo. A cada passo de tempo, uma fracdo U de individuos, pe [ 0,1], deixa um
dado sitio e migra para outros sitios mais proximos. Dos individuos que migram dos
sitios vizinhos j, uma fracéo cij chegara ao sitio i. Por se tratar de um processo de
curta duracédo, supomos que nao ha perdas durante essa movimentagao, ou seja,

iz1€ii =1, j =1, ...,n.. Assumimos ainda que cii = 0. Os elementos cij formam
a matriz de conexao ¢ = [Cij]ri:j =1,2,..,n.-

Uma vez que existe a dispersao, precisamos definir a topologia da rede. Como
queremos evitar efeitos de fronteira, utilizaremos redes unidimensionais em forma de
anéis ciclicos. Neste caso, a matriz de conexao para um anel ciclico de conexao local
e para um anel ciclico de conexao global sdo matrizes circulantes de ordem , dadas
respectivamente por

C = circ (D,%rﬂ, - D.%),

s 1 1 1
¢ =cire (0,2, .. 1)
n-1 n-1 n—1

(3)
Levando em conta as consideragdes anteriores, podemos escrever um sistema
de equacdes que descreve a dindmica metapopulacional, dado por

xg+1 = (1 - ﬂ)f(xé) + .U-E}Llc f[xé)[xi.‘) f(xg]‘ i=12..,n

U Ezﬂ cﬁff
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31 SINCRONIZACAO

A sincronizagcéo do sistema (4) é obtida quando todos os sitios apresentam a
mesma densidade populacional em cada tempo t. Isto significa que X, =x,, para todo i
=1,2, ..., n. Substituindo isso em (4) obtemos

flxe) Z}Ll Cij

Xy = (1 =p)f(x) + eAY
k=1 J

f(xr); i=12,...n

Jasabemosque XL c; =1, j=1,..,n..Supondoque ¥7_,¢;; =1, i =1,..,n,
, obtemos que a matriz C é duplamente estocastica, e por consequéncia a expressao
acima torna-se

Xty =f(x{),i=12,..,n,

que é exatamente a dindmica de um sitio isolado dada em (1). Portanto, a
dindmica de cada sitio no estado sincronizado satisfaz a dindmica de um sitio isolado.

Consideremos a orbita sincronizada St = (Xt Xt ., Xt) € R" 5 gistema (4).
Queremos determinar se as Orbitas que iniciam préximas do estado sincronizado,
serdo atraidas para este estado. Com este objetivo, linearizamos o sistema (4) em
torno da Orbita sincronizada. Para isso, calculamos a matriz Jacobiana e aplicamos ela
na orbita sincronizada, obtendo

J(s:) = Qf'(x,), (5)

onde {} = [, —uB com | a matriz identidade de ordem ne B = [bij] a matriz

quadrada de ordem n definida por

Yi_ich sei=],

by = .
i {E}:ﬂ CikCike — Cijn SELF ] ©)

Temos que a matriz B € circulante. Logo, existe uma matriz F que diagonaliza a
matriz B (Davis, 1979). Mais precisamente, B= FDF', onde F =[f ] & a matriz de Fourier,
definida por £, = %(EXP(—Z;H\/——l))U_I)U_U ibj=1,...,n,e D =diag(4y, 4y, ..., A44-1) sendo
Ao, A4, ..., Ay_1, 0s autovalores da matriz B.

Uma vez que Zj-ib; =0, segue que 40 =0 & um autovalor simples da matriz B
associado ao autovetor v = (1,1, ...,1), ja que Bv = (0,0, ..., 0)"= Ov. Portanto, a matriz
Q) toma a forma

(7)
onde D = diag(A,, A5 ..., A,_1).
Observemos que w = 1 € um autovalor simples de QQ e seu correspondente
autoespaco € exatamente a diagonal do espaco de fase que é precisamente o
estado sincronizado. Isto significa, que as perturbacdes nesse espagco podem ocorrer
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liviemente. Ja as perturbagbes no espago gerado pelos autovalores de | . - puD
sao transversais ao estado sincronizado e deverao tender a zero para obtermos
estabilidade assintética.

Como o obijetivo é verificar o crescimento das perturbacdes transversais a 6rbita
sincronizada, basta considerar

J(s¢) = F(Iy—y — uD)f'(x )]F Y,

e analisar a evolugdo da equacao de perturbacéo, dada por

e (T Hﬁ)f'(xt)ﬁn
onde At é um vetor perturbacdo em R*™".
Escolhendo uma perturbagéo inicial A, qualquer, obtemos
A = (hy—y = #D)f'(Xe—1) o Uy — D) f' (1) (g — uD)f' (0D 0.

Desta forma a perturbacao tendera a zero quando t — @ se, e somente se,

1
lim || Pr_y ... PyPll= < 1,
T

(8)

onde Py = (I_1 — ,uﬁ)f’(xt), comt=0,12,..
Podemos escrever

1Py o PyPoll = Il(Lyeq — uD)TI TTEZS1F G
Portanto, temos que
1
Ly(x) = Ili_{'{;lgllpr—l v PyPollT = L(x)A,
onde
L(xo) = lim (TTE31F/ Gen) D,
~ ©)
€ o0 numero de Lyapunov com oOrbita iniciando em x, e A € o raio espectral de
(In-1 —uD) , OU seja,
A= max {|1— puil}
2i=n-1

! (10)

Considerando que a funcéao f preserva a medida natural p, aplicando o logaritmo
natural em ([T:23 f'(x[)D% e utilizando o Teorema de Birkoff, presente em Diaz e Jorge
(2007), podemos escrever (9) na forma

T—

1 1 w
lim = nlf @l = [l ldpeo),

T—on T t=

para todo x,, a menos de um conjunto de medida p nula. Consequentemente, o
numero de Lyapunov é dado por
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L = el mlr'ldec

Podemos assim, a menos de um conjunto de medida p nula, eliminar a
dependéncia do numero de Lyapunov de x, e estabelecer L, =LA <1 como critério
para a estabilidade assintotica do atrator sincronizado.

41 APLICACOES

Para a conex&o local temos aue a matriz C é dada por (2) e a matriz B (para n =

11 1

. 1 1 . s s
6) torna-seB = circ (5, =550 0,;.—;). Como a matriz é circulante seus autovalores

sdo da forma

A = X0 bi(&p),
(11)
com & = exp(%5V=1),k =0,...,n— 1. Com alguns calculos chegamos que

2mk 2mk
Ay = cos? |[—) — cos [—).
ke

n n

Para k =0 temos 4« = 0, que é o autovalor associado a diagonal do espago de
fase. Estamos interessados nas perturbacdes transversais a diagonal do espaco de
fase. Dessa forma,

= gz oot (G5 - s B}
Portanto,
L= s, {[1 - nfeos® (55) - oo (1) s

125

1.05

1 . L ' s L L ' L .
0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 08 09 1
I

Figura 1: A em funcéo de p.

Por sua vez, considerando a rede global, representada pela matriz (3), temos

que a matriz B é dada por B = circ (i ! ! ) Da mesma forma, que no

n-1" m-12'""" (m-1)2

caso anterior, os autovalores de B sdo dados por (11). Para k = 0 temos o autovalor
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A =0, o qual esta associado ao estado sincrono e ndo nos interessa. Ja para k 20,

1 1 n-1
—_ _ i)
e BTy ZM(‘:}) *

Mas 2j=1 (§x)’ = =1, logo,

n

A = m'k =1,..,n-1
Consequentemente,
A=1- s,
e dessa maneira,
n
L, = |1 —Hm L.
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Figura 2: A em fungéo de p.

51 CONCLUSOES

Desenvolvemos um critério para a analise da estabilidade local assintética da
solucao sincronizada do sistema (4). Conluimos que quando o numero de Lyapunov
Transversal L, <1, ocorre estabilidade local do estado sincrono e para Ly > 1 ocorre
instabilidade local do estado sincrono. Podemos notar ainda, que em ambas as redes
local e global, o numero de Lyapunov transversal é calculado como o produto de uma
componente associada a rede e a taxa de migracao, e outra componente dependente
da dinamica local.
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