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APRESENTAÇÃO

A obra “Educação Matemática e suas tecnologias” é composta por quatro volumes, 
que vêem contribuir de maneira muito significante para o  Ensino da Matemática, nos 
mais variados níveis de Ensino. Sendo assim uma referência de grande relevância 
para a área da Educação Matemática. Permeados de tecnologia, os artigos que 
compõe estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matemática como um todo, 
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da área e professores que buscam 
conhecimento e aperfeiçoamento. Pois, no decorrer dos capítulos podemos observar 
a matemática aplicada a diversas situações, servindo com exemplo de práticas muito 
bem sucedidas para docentes da área. A relevância da disciplina de Matemática no 
Ensino Básico e Superior é inquestionável, pois oferece a todo cidadão a capacidade 
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matemática como 
ferramenta para a resolução de problemas do seu cotidiano. Sem dúvidas, professores 
e pesquisadores da Educação Matemática, encontrarão aqui uma gama de trabalhos 
concebidos no espaço escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem 
para diversos conteúdos matemáticos. Que estes quatro volumes possam despertar 
no leitor a busca pelo conhecimento Matemático. E aos professores e pesquisadores 
da Educação Matemática, desejo que esta obra possa fomentar a busca por ações 
práticas para o Ensino e Aprendizagem de Matemática.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gonçalves
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SINCRONISMO EM UM NOVO MODELO 
METAPOPULACIONAL COM TAXA DE MIGRAÇÃO 

INDEPENDENTE DA DENSIDADE

CAPÍTULO 17

Francisco Helmuth Soares Dias
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, 

Programa de Pós-Graduação em Matemática 
Aplicada

Porto Alegre – RS

Jacques Aveline Loureiro da Silva
Universidade Federal do Rio Grande do Sul, 

Departamento de Matemática  
Porto Alegre – RS

RESUMO: Neste trabalho apresentamos um 
novo modelo metapopulacional com taxa de 
migração independente da densidade. Obtemos 
também um critério para a estabilidade do estado 
síncrono, baseado no cálculo do número de 
Lyapunov Transversal do atrator sincronizado. 
PALAVRAS-CHAVE: Metapopulação, 
Estabilidade, Sincronismo, Número de 
Lyapunov.

ABSTRACT: In this work we present a new 
metapopulation model with density independent 
migration rate. We also obtain a criterion for the 
stability of the synchronous state, based on the 
calculation of the Transversal Lyapunov number 
of the synchronized attractor. 
KEYWORDS: Metapopulation, Stability, 
Synchronism, Lyapunov number.

1 | 	INTRODUÇÂO

As pesquisas em dinâmicas populacionais 
têm crescido nas últimas décadas, principalmente 
aquelas que consideram que a população está 
dividida em pequenos fragmentos adequados 
para reprodução e sobrevivência da espécie, 
ditos sítios ou patches, e ao conjunto discreto 
deles denominado metapopulação, como pode 
ser visto em Jansen e Lloyd (2000) e Silva, 
Barrionuevo e Giordani (2010).

O termo metapopulação foi utilizado 
pioneiramente por Levins (1969), para 
descrever uma população de populações. Uma 
metapopulação em que todos os seus sítios 
possuem a mesma dinâmica local (reprodução 
e sobrevivência) é dita homogênea. Caso 
contrário, a metapopulação é dita heterogênea.

Os sítios estão cercados por um ambiente 
hostil e totalmente impróprio para reprodução 
e sobrevivência. A conexão entre eles ocorre 
através de movimentos migratórios. Neste 
trabalho, migração e dispersão terão o mesmo 
significado, e serão utilizadas para descrever 
o movimento dos indivíduos de um sítio para 
outro.

Com a movimentação entre os sítios, 
pode-se dar início a um outro processo muito 
importante, denominado sincronização. 
Segundo Earn, Levin e Rohani (2000) a 
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sincronização está fortemente correlacionada com a extinção da metapopulação. Uma 
dinâmica sincronizada ocorre quando todos os sítios da população, com condições 
iniciais diferentes, passam a ter o mesmo número de indivíduos num determinado 
instante de tempo, a partir do qual oscilam de maneira idêntica.

2 | 	O MODELO METAPOPULACIONAL

Consideremos uma metapopulação homogênea formada por n sítios enumerados 
de 1 até n . Em cada sítio existe uma população de uma única espécie, chamada 
população local ou subpopulação. Denotamos por xi

t o número de indivíduos do sítio i 
no instante de tempo t e vamos supor que uma função f , suave em [0, ∞) descreve o 
processo de dinâmica local. Então, na ausência de migração entre os sítios, a  evolução 
de cada população é dada por

		  			   (1)

Exemplos para a função f podem ser encontrados em Hassel (1975).
Terminado o processo de dinâmica local em cada sítio, ocorre o processo de 

migração. A cada passo de tempo, uma fração μ de indivíduos, μϵ [ 0,1], deixa um 
dado sítio e migra para outros sítios mais próximos. Dos indivíduos que migram dos 
sítios vizinhos j, uma fração cij chegará ao sítio i. Por se tratar de um processo de 
curta duração, supomos que não há perdas durante essa movimentação, ou seja, 

. Assumimos ainda que cii = 0. Os elementos cij formam 
a matriz de conexão .

Uma vez que existe a dispersão, precisamos definir a topologia da rede. Como 
queremos evitar efeitos de fronteira, utilizaremos redes unidimensionais em forma de 
anéis cíclicos. Neste caso, a matriz de conexão para um anel cíclico de conexão local 
e  para um anel cíclico de conexão global  são matrizes circulantes de ordem , dadas 
respectivamente por

		  			  (2)

e 

		  		  (3)

Levando em conta as considerações anteriores, podemos escrever um sistema 
de equações que descreve a dinâmica metapopulacional, dado por

	 		  (4)
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3 | 	SINCRONIZAÇÂO

A sincronização do sistema (4) é obtida quando todos os sítios apresentam a 
mesma densidade populacional em cada tempo t. Isto significa que xi

t =xt, para todo i 
= 1,2, ..., n. Substituindo isso em (4) obtemos

Já sabemos que . Supondo que 
, obtemos que a matriz C é duplamente estocástica, e por consequência a expressão 
acima torna-se  

que é exatamente a dinâmica de um sítio isolado dada em (1). Portanto, a 
dinâmica de cada sítio no estado sincronizado satisfaz a dinâmica de um sítio isolado.

Consideremos a órbita sincronizada  do sistema (4). 
Queremos determinar se as órbitas que iniciam próximas do estado sincronizado, 
serão atraídas para este estado. Com este objetivo, linearizamos o sistema (4) em 
torno da órbita sincronizada. Para isso, calculamos a matriz Jacobiana e aplicamos ela 
na órbita sincronizada, obtendo

			   		  (5)

onde  com In a matriz identidade de ordem n e B = [bij] a matriz 
quadrada de ordem n definida por 

		  		  (6)

Temos que a matriz B é circulante. Logo, existe uma matriz F que diagonaliza a 
matriz B (Davis, 1979). Mais precisamente, B= FDF-1, onde F = [fij] é a matriz de Fourier, 
definida por , i,j = 1, ..., n, e  sendo 

, os autovalores da matriz B.
Uma vez que , segue que  é um autovalor simples da matriz  B 

associado ao autovetor v = (1,1, ...,1), já que Bv = (0,0, ..., 0)T= 0v. Portanto, a matriz  
Ω toma a forma

				    		  (7)

onde 
Observemos que ω = 1 é um autovalor simples de Ω e seu correspondente 

autoespaço é exatamente a diagonal do espaço de fase que é precisamente o 
estado sincronizado. Isto significa, que as perturbações nesse espaço podem ocorrer 
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livremente. Já as perturbações no espaço gerado pelos autovalores de In-1 - μD 
são transversais ao estado sincronizado e deverão tender a zero para obtermos 
estabilidade assintótica.

Como o objetivo é verificar o crescimento das perturbações transversais à órbita 
sincronizada, basta considerar

e analisar a evolução da equação de perturbação, dada por 

onde Δt é um vetor perturbação em  .
Escolhendo uma perturbação inicial Δ0 qualquer, obtemos   

Desta forma a perturbação tenderá a zero quando  se, e somente se,

			   		
(8)

onde  
Podemos escrever 

Portanto, temos que 

onde 

		  		  (9)

é o número de Lyapunov com órbita iniciando em x0 e ʌ é o raio espectral de 
 , ou seja, 

		  		  (10)

Considerando que a função f preserva a medida natural p, aplicando o logaritmo 
natural em  e utilizando o Teorema de Birkoff, presente em Díaz e Jorge 
(2007), podemos escrever (9) na forma 

para todo x0, a menos de um conjunto de medida p nula. Consequentemente, o 
número de Lyapunov é dado por
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Podemos assim, a menos de um conjunto de medida p nula, eliminar a 
dependência do número de Lyapunov de x0 e estabelecer  como critério 
para a estabilidade assintótica do atrator sincronizado.

4 | 	APLICAÇÔES

Para a conexão local temos que a matriz C é dada por (2) e a matriz B (para  n ≥ 
6) torna-se . Como a matriz  é circulante seus autovalores 
são da forma 

			   	 (11)

com . Com alguns cálculos chegamos que 

.

Para k =0 temos  que é o autovalor associado a diagonal do espaço de 
fase. Estamos interessados nas perturbações transversais à diagonal do espaço de 
fase. Dessa forma,  

Portanto, 

Figura 1: ʌ em função de μ.

Por sua vez, considerando a rede global, representada pela matriz (3), temos 
que a matriz B é dada por  Da mesma forma, que no 
caso anterior, os autovalores de B são dados por (11). Para k = 0 temos o autovalor    
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ʎk = 0, o qual está associado ao estado síncrono e não nos interessa. Já para k ≠0,  

Mas , logo, 

Consequentemente,

e dessa maneira,

Figura 2: ʌ em função de μ.

5 | 	CONCLUSÕES

Desenvolvemos um critério para a análise da estabilidade local assintótica da 
solução sincronizada do sistema (4). Conluímos que quando o número de Lyapunov 
Transversal  , ocorre estabilidade local do estado síncrono e para  ocorre 
instabilidade local do estado síncrono. Podemos notar ainda, que em ambas as redes 
local e global, o número de Lyapunov transversal é calculado como o produto de uma 
componente associada à rede e à taxa de migração, e outra componente dependente 
da dinâmica local.
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