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APRESENTACAO

Aobra “Educacao Matematica e suas tecnologias” € composta por quatro volumes,
gue véem contribuir de maneira muito significante para o Ensino da Matematica, nos
mais variados niveis de Ensino. Sendo assim uma referéncia de grande relevancia
para a area da Educacao Matematica. Permeados de tecnologia, os artigos que
compde estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matematica como um todo,
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da area e professores que buscam
conhecimento e aperfeicoamento. Pois, no decorrer dos capitulos podemos observar
a matematica aplicada a diversas situagcdes, servindo com exemplo de praticas muito
bem sucedidas para docentes da area. A relevancia da disciplina de Matematica no
Ensino Basico e Superior € inquestionavel, pois oferece a todo cidadao a capacidade
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matematica como
ferramenta para a resolucéo de problemas do seu cotidiano. Sem duvidas, professores
e pesquisadores da Educacao Matematica, encontrardo aqui uma gama de trabalhos
concebidos no espaco escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem
para diversos conteudos matematicos. Que estes quatro volumes possam despertar
no leitor a busca pelo conhecimento Matematico. E aos professores e pesquisadores
da Educacdo Matematica, desejo que esta obra possa fomentar a busca por acdes
praticas para o Ensino e Aprendizagem de Matematica.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 7

PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO E SOLUCAO
NUMERICA DO PROBLEMA DE FLUXO EM AQUIFERO

Joao Paulo Martins dos Santos
Academia da Forca Aérea-AFA

Pirassununga-SP

Alessandro Firmiano de Jesus
Academia da Forca Aérea-AFA
Pirassununga-SP

Edson Wendland

Universidade de Sdo Paulo-USP
Sao Carlos-SP

RESUMO: O Principio da Superposicao de
solugbesanaliticasdoproblemadofluxodeaguas
subterraneas, em aquifero confinado, fornece
uma superficie de rebaixamento provocada
pela acéo de pocos de bombeamento no interior
do dominio computacional. Por outro lado, no
caso transiente, uma solu¢ao aproximada pelo
método de elementos finitos pode ser obtida
da formulagdo fraca do modelo mateméatico
desse fendmeno hidrico subsuperficial. Neste
capitulo, a linguagem de programacgéo Python
foi utilizada para implementar e comparar
essas resolucoes analitica e numérica para trés
casos de bombeamento conjunto. Na solucao
de Theis, o rebaixamento foi determinado por
meio das contribuicbes de pocos reais € pocos
imagens, sob processo adaptativo na funcao
de poco . ApbOs refinamentos sucessivos na
malha computacional, bibliotecas do FEnIiCS
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CONFINADO

permitiram a resolucdo automatizada e a
visualizagdo da concordancia obtida numa
comparacao grafica de resultados.
PALAVRAS-CHAVE:
Superposicao. Projeto
de Elementos Finitos.

Principio da

FEniCS. Método
Equacdo do Fluxo
Subterraneo.

ABSTRACT: In
Superposition Principle well analytical solutions

confined aquifer, the
of groundwater flow problem, provides the
lowering surface caused by the action of
pumping wells within the computational
domain. On the other way, in the transient
case, the approximate solution by the finite
element method can be obtained from the
weak formulation of the mathematical model
of this subsurface hydric phenomenon. Here,
the Python programming language was used
to implement and to compare the analytical
and numerical solutions in three cases of joint
pumping. In Theis solution, the lowering surface
was determined by the contributions of real and
images wells under adaptive process in the
function . After successive refinements in the
computational mesh, the FEnICS libraries have
enabled the automated resolution and in the
visualization of the agreement obtained in the
graphical results.

KEYWORDS: Principle of
FEniCS Project.

Superposition.

Finite Element Method.
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Modeling Groundwater.

11 INTRODUCAO

S&o varias as contribuicbes da Matematica e de suas Tecnologias no estudo
quantitativo e qualitativo das Ciéncias Naturais. Em posse de equacdes governantes,
das condigdes iniciais e de fronteira estabelecidas sobre um dominio computacional,
certas linguagens de programacédo cientifica, fundamentadas em conhecimentos
matematicos, serdo capazes de disponibilizar codigos numéricos para buscar resolugcéo
automatizada de determinada lei da Fisica ou comportamento observavel na Natureza.
Especificamente, numa certa regido de interesse na subsuperficie, esse suporte
tecnoldgico poderia auxiliar na compreensao da ocorréncia dos fendmenos naturais
relacionados aos recursos hidricos subterraneos. Desta forma, situagcdes problemas
adotadas neste capitulo, ilustram certas aplicacées de conceitos matematicos e de
suas tecnologias, abordando um estudo da distribuicdo de cargas hidraulicas em
aguas subterraneas, no intuito de validar resolugdes obtidas com o uso de cdodigos
numeéricos e de implementar solu¢des analiticas para um ambiente natural fisicamente
inacessivel.

Inicialmente, considere que o rebaixamento da superficie potenciométrica de
um aquifero confinado possa ser provocado pela acdo de um ou de mais pogos de
bombeamento atuando, em conjunto, no interior do seu dominio. No caso da ac¢éo de
um poc¢o, sem influéncia direta das fronteiras, a solugcao de Theis disponibiliza uma
expressao analitica para a superficie de rebaixamento. Caso o pog¢o, em fungdo do
seu raio de influéncia, sofra alguma alteracdo dada pela fronteira de Dirichlet ou de
Neumman, o Principio da Superposicéo acrescenta, nessa solucéo analitica de Theis,
a contribuicdo do rebaixamento do correspondente poco imagem. Se a abordagem
for numérica, tal resolugao poderia ser obtida através do método de elementos finitos
(MEF) aplicado sobre a formulagéo fraca da equacéao de fluxo subterraneo com termo
de fonte n&o nulo e com apropriadas condi¢gdes de contorno. Neste sentido, esse
capitulo implementa, em linguagem de programacéo cientifica Python, a solu¢ao de
Theis sob o Principio da Superposicéo para determinar a superficie de rebaixamento
de um aquifero confinado sujeito, inicialmente, a acao de um poco. O mesmo processo
sera aplicado para o bombeamento conjunto de dois pocos e, finalmente, generalizado
para descricdo do rebaixamento conjunto sob a acdo de cinco po¢os no interior do
dominio. Para cada um desses trés casos, além da solugéo analitica, o capitulo ainda
apresenta a respectiva resolucédo numérica MEF. Desta forma, o objetivo é apresentar
a validacao dessa resolugdo numérica Python, para a equacéo do fluxo transiente,
através de uma concordancia de resultados obtidos com a respectiva solucao analitica
de Theis, proveniente do Principio da Superposicdo aplicado na acdo conjunta de
varios pocos de bombeamento.
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Aresolucéo numérica Python, além de uma malha de elementos finitos, considera
ainda: a definicdo de um espaco de fungdes; a adequada apresentacao das condicoes
iniciais e de fronteira, e um apropriado método de resolu¢cao numérica para 0os imensos
sistemas lineares resultantes. A utilizacao da plataforma FEniCS (FENICS, 2018), que
engloba uma série de outros softwares para a solucdo automatizada de equacdes
diferenciais parciais, facilita tanto a modelagem computacional, quanto a simula¢éo do
rebaixamento permitindo, ainda, a visualiza¢ao grafica dos resultados.

21 EQUAGCOES GOVERNANTES DO FLUXO DE AGUA SUBTERRANEA

Um modelo matematico para a distribuicdo de cargas hidraulicas que regem o
fluxo de agua subterrénea em aquifero confinado, obtido por meio da Lei de Darcy
e pelo principio da conservacdo de massa em um volume elementar representativo,
segundo Cleary (2007) € dado pela seguinte expressao linear e transiente:

d

dh dh
61:[ = Eix] ay[ i {:iy] dz

zza +F(x}'2t)—eat (1)

sendo h = h (x,y,z,t) a carga hidraulica total [L], K Kyy e K, os componentes

principais do tensor de condutividade hidraulica [LT ], S o coeficiente de
armazenamento especifico [L''] e F (X,Y,Z,T) o termo de fonte ou sorvedouro agindo
no interior (X,Y,Z) do aquifero [L''] num determinado tempo t.

No caso estacionario, o termo de fonte pode ser representado por:
FGoy,2) = ) 0 = x)80 = y)8(z - ) @

sendo Qi a taxa de bombeamento ou injecdo do pog¢o i na coordenada (xi,yi,zi)
[L® T"] e Qa funcao delta de Dirac com unidades [L].

Se considerar a hip6tese de Dupuit, ou seja, que as variagcdes das cargas
hidraulicas séo despreziveis ao longo da dimensé&o vertical z, e que a dimenséo
horizontal dos aquiferos em escalas regionais pode ser da ordem de dezenas de
quildmetros, entdo a equacao do fluxo subterrdneo pode ser modelada por uma
equacéo bidimensional em x e y e representada, segundo Cleary (2007), por:

a dh dh
Bx[ ¥ dx ay[ y"@] FF&xy,0 = SE (3)

sendo T, =b-K eT =b-K [LT" as transmissividades nas respectivas
direcbes x e y do aquifero confinado de espessura b . O coeficiente de armazenamento
S =S, - b é[adimensional] e a fun¢éo F representa os termos de drenanga dos fluxos
verticais remanescentes em z = 0 (camada confinante inferior) e em z= b (camada
confinante superior) acrescidos da atividade de um poco i na atuando na coordenada
(x, y). Assim, a equagdo governante do fluxo transiente de agua subterranea em
aquifero confinado, acrescido de suas condi¢des iniciais e de fronteira, compde o
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seguinte Problema do Fluxo:

i[T %]—I—E[T %]+F(xy t)=.’5ﬁ em ﬂx(ﬂ t]
ax L ax]l " ay ¥ ay ' at *r
h=h, sobre I X ({), t]r] (4)
n-DVh =g sobre Iy X (ﬂ, tf]
h(-,t;) = hy em Q para t=10

sendo {1 € R? um dominio poligonal limitado e com fronteira Lipschitz ' que
consiste de duas partes disjuntas: a fronteira de Dirichlet I'; e a fronteira de Neumann
I, tais que I,U I, = 82 O tempo final t, é arbitrario, no entanto Q, precisa ser
especificado.

Segundo Bear (1972), se o dominio possui um po¢o de extracdo atuando em
seu interior, sem influéncia da fronteira @1, entdo a solugcao de Theis fornecera a
carga hidraulica h da equacao (4) por meio da seguinte expressao analitica:

Q
h=ho = gar

uﬂ
n-n 4nT

~0,5772 — In(w) + Z(—m“ !l = hy — 2w (5)

sendo a transmissividade T = K - b para espessura b do aquifero e condutividade

2 Se s A . . ,
"77¢ Para r a distancia radial até o pogo no tempo t. E

hidraulica K e a funcéo u=r
ainda, W (u) define a fungéo de pogo, Q representa a vazéo e h  é a carga hidraulica
inicial. Em contrapartida, a respectiva resolucdo numérica aproximada pelo método
de elementos finitos, requer uma formulacao fraca do problema do fluxo da equacgéao ,

conforme detalhado em Verfirth (2004) e em Santos (2015).

3 1 PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO E RESOLUCAO NUMERICA

O Principio da Superposicao considera a construcdo de pocos imagens, para
fornecer rebaixamentos adicionais através da soma de rebaixamentos individuais
(BEAR, 1972), (REILLY et al., 1984). Para ilustrar esse principio no caso de dois po¢cos
de bombeamento no dominio computacional unidimensional, obtido por seccéo vertical

do dominio bidimensional retangular, considere Q de dimensdes M X M e dois pocos

M M
72)
conforme representado na figura 1. Além de receber a imposicédo da condicdo de

fronteira do tipo Dirichlet h=h,, a fronteira x = 0 define, em Pimag1 (—%%) um pogo

. "~ ) N . . aM M
imagem na posig¢ao simétrica a P1 e a fronteira x = M define, em Pinag2 (T,;), outro

~ . .~ M M
de bombeamento de mesma vazao localizados nas posicbes P; (?;) e Pz(

poco imagem na posicao simétrica a P2. Esses novos pocos imagens, em virtude da
linearidade da equacgéo , atuardo como sendo pog¢os de injecdo com a mesma vazao
observada em seus respectivos po¢os reais. As respectivas cargas hidraulicas de P1
e P2sédo hy =hy,—S, e h, =hy—S,, sendo S1 =0 e S2 = 0 os rebaixamentos
individuais causados pelo bombeamento dos pocos P1 e P2. Para satisfazer as
condicdes nas fronteiras de Dirichlet, os pogcos imagens de injecdo sao necessarios,
pois, esses contribuem com pequenas parcelas para os respectivos rebaixamentos.
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Especificamente, o po¢co imagem contribui com uma pequena parcela para o
rebaixamento do po¢o P1, enquanto que o po¢o imagem 1 contribui, da mesma forma,
com o pogo P2. Observe que o0 poco imagem 1 ndo contribui no rebaixamento do poco
P2 e nem o pogo imagem 2 nao contribui no rebaixamento do poco P1.

Desta forma, o rebaixamento em um ponto especifico do dominio sera a soma
dos rebaixamentos individuais. Consequentemente, a carga hidraulica h em um ponto
especifico do dominio sera fornecido pela expressao analitica:

h = hn - (Sl + S?_) + (Slimag + Szimag) (6)
sendo S =0eS respectivas contribuicdes de cada poco imagem.

1imag 2imag
— hy=hy -5 —  Pimag =P +Sopmag
S —  h=hy—(S; +85) +(Simag +Sarmag)
A ™ Rlimag =P +Siamag
3 ‘ 1
= e
' Dominio '
1 | 1
1 i 1
o : 1
h 1 : 1
1 i 1
hny_ 1 : Yo
7 1 1
1 1 1
1 h g 2 !
— : g
g ‘ &
g)n Q
B E
8" 1 . 1 ]
Q 1 : 1 =]
= 0 : T b
: b By :
' v ' :
1 ! i ! 1
X

Figura 1 - O Principio da Superposicéo para dominio unidimensional com duas fronteiras de
Dirichlet. Os pocos imagens s&o de injecao com localizagéo simétrica em relacéo as fronteiras.
Aparcela h, - Sj representa a carga hidraulica devido o bombeamento do pog¢o j enquanto que
h, + S;,.,, representa a carga hidraulica devido a contribui¢@o de inje¢ao do pogo imagem j para

=1e2.

Na figura 1 pode ser verificado que S,= S no perfil da fronteira x=0 e que o

valor da carga hidraulica h coincide com a média das fungdes h, e h

1imag

ou seja,

1imag’

ot Pimeg _ (RS0 + (Ro + S1imag) _ (o —51) + (Bo + 51) _
=0 — - - -

2 2 2

ho

e ainda, S, = S2imag no perfil da fronteira x=M com valor de h coincidindo com o

valor médio das fungbes h, e h isto €,

2imag’

_h2t hoimag _ (ho — 52) + (ho + Saimag) _ (=S +(ho +52) _

Homar = 2 2 2 ho

Assim, a solucédo analitica obtida pelo Principio da Superposicao satisfaz a
condigéo de Dirichlet do problema de fluxo (4) na qual impde h = h, sobre I'jx (0,tf].
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Esse principio representado na equacgao (6) pode ser estendido para a obtencéo da
superficie de rebaixamento em um dominio Q com varios po¢os de bombeamento, ou
de injecao, mesmo sob atuagcao com taxa de vazdes distintas.

Além disso, condi¢cbes de fronteira de Neumann podem ser adotadas em conjunto
com as condicdes de Dirichlet. Nas simulacdes deste capitulo, apenas as condi¢des de
Dirichlet seréo adotadas, pois o foco inicial esta na apresentacéo didatica e tecnologica
para implementacdo computacional da solugdo analitica (5) sujeita a generalizacéo
pela equacéo (6). No entanto, no interesse de considerar a condicdo de Neumann,
basta definir cada pog¢o imagem simétrico a fronteira em questao como sendo poco de
bombeamento sob a mesma vazao do seu respectivo poco real.

Se a abordagem computacional inicia na definicdo da lista de pares ordenados,
entdo L = [(X1,Y1); (X2, Y2); -+ (X4, Yi)], dard a posicdo de cada pogo no interior e
as sublistas listaCoorX = [Xy; X,; ;X ] € listaCoorY = [Y;;Y,; -+ ; Y, ] serdo para as
posicOes cartesianas na dire¢cao dos respectivos eixos x e y. Adicionalmente, a taxa
de vazao QJ. € 0 raio r do pog¢o na posicao (X],Y]j) seguirdao armazenados pelas listas
Lo, =[Q1;Q2; Q] e Ly, = [ry;12 ;1] - A obtencéo da resolugao numérica da
equacao (4), sujeita a uma lista L de fontes pontuais no interior do dominio Q e taxa
de vazbes L, se apoiara no método de elementos finitos e utilizara as ferramentas
computacionais e conceitos de adaptatividade disponiveis na programacao cientifica
do projeto FEniCS (LOGG et al. 2012). A validagdo dessa resolugdo numérica,
obtida por programada em linguagem Python, sera baseada na comparacao grafica
de resultados obtidos com a respectiva solu¢ao analitica de Theis que generaliza a
expressado sobre o conjunto de k pocos.

Além do funcionamento conjunto dos pocos atuando sob vazdes distintas, dadas
pela lista L, , sera ainda estabelecido que:

i.) o rebaixamento resultante, que ndo pode ser superior a h, dependa apenas
da distancia entre o ponto de observacéo (X,Y) e das coordenadas (CoorX, CoorY) do
poco, ou seja, dependa da distancia r = /(X — CoorX)2 + (Y — CoorY)?;

ii.) o indice n na funcao de poco W(u) da solucao analitica de Theis (5) nao

precisa ser especificado, pois o calculo sera realizado iterativamente por procedimento
adaptativo implementado para cada ponto do dominio computacional;

iii.) supondo Q um dominio retangular definido pelas as coordenadas da diagonal
(x0, ¥0) = (0,0) e (x1, 1) entdo as posicoes dos possiveis 8 pocos imagens de um
poco real situado em (Px, Py) serdo: (—Pu. ), (P.—PB,), (—P., —B), (2x; — P, P,)
(2%, = P, 2y, — B,), (P..2y, — P,), (2%, — P.,—P,) e (P, 2y, — P,). Dessa forma, dado , todas
as listas de coordenadas dos pocos imagens podem ser obtidas;

iv.) para a lista L de k pogos, o rebaixamento ocasionado em um ponto especifico
sera dado pela soma de todas as contribuicdes dos pocos reais e imagens, sendo que,
em funcao do raio de influéncia, alguns pocos imagens construidos em Jii.) podem
ser descartados por ndo apresentarem efeitos de rebaixamento em certas regides do

dominio computacional.
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3.1 Implementacao das solugcoes Python-FEniCS

Baseado nos itens i.) a iv.) estabelecidos na secéo anterior, a implementacéo da
solucédo analitica para a contribuicdo de todos os pocos da lista L, sera fornecido por:

WellFunctionAdaptiveT heis(mesh, listaCoorX, listaCoorY, listaR,,, listaQ,,, V) (7)

um cddigo Python-FEniCS, programado para implementar a generalizacdo da
equacéo (6) disponibilizando a solugcéo analitica do problema de fluxo subterraneo
(4). Esse cbdigo é alimentado por malha refinada no entorno dos pocos reais e por
informagdes sobre coordenadas de posicionamento, raios de abertura, taxas de
bombeamento e um espaco V de funcdes interpoladoras. E devolve a solucao analitica
obtida pelo Principio da Superposicao. As principais linhas de programacéao do codigo
Python (7) séo:

1| def WellFunctionAdaptiveTheis(mesh,listaCoorX, listaCoorY , listaRw , listaQw , V):
class Well(Expression):
3 def eval( self, value, x):
tol =1.0E-15
5 TheisPartialSum=0.0
TolForTheis=1.0E-07
7 valorl =0.0
for i in range{rangeToRun):
9 Rad=np.sqrt({x [0]- listaCoorX [ i ])**2+(x[1]-listaCoorY [i])**2);
u=(Rad**2*5"e)/(4.0*T*()
11 if (Radg=listaRw[i]):
TheisPartialSum iWell0 =-0.5772-np. log (u)+u-u**2/(2.0*2.0) +u**3/(3.0*6.0) -u**4/(4.0+24.0)
13 TheisPartialSum iWelll =-0.5772-np. log (u)+u-u** 2/(2.0% 2.0} +u**3/(3.0*6.0) -u** 4/(4.0*24.0)
1=5;
15 AbsValuc=1000.0
while{ AbsValue; TolForTheis):
17 TheisPartialSum iWelll += (-1) **(1+1)*u**1/( I*math. factorial (1))
AbsValue=np.abs(TheisPartialSum’iWell | - TheisPartialSum’iWell( )
19 TheisPartialSum iWell0 =TheisPartial Surn"iwelll
if TheisPartialSum’iwelll ; Iconstant*listaQw/[i 1/(4 *np. pi*T):
21 TheisPartial Sum"iWelll =0
TheisPartial Sum iwell0 =0
73 AbsValie=0
14+=1
25 valor]l +=(listaQw[i /(4.0 *np. pi*T})* TheisPartialSum iwelll
value[0]=valorl
27 if abs(value [0]) j1.OE-10:
value [0]=0.0
29 elif (value [0];0.0) :
value [0]=0.0
3 value[0]=value [0]
Imagx= Well(element=V.ufl"element () );
33 Imagx = intcrpolate (Imagx,V)
return  Imagx

E ainda, os pocos imagens indicados em jii.) foram obtidos por estratégias de
reflexdo e translacéo das coordenadas da lista , implementados pelos cédigos Python:

1| def MakelmagMove(listaCoor,xi):
def Makelmag(listaCoor): lista =[]
2 lista =[] 3 for i in range(rangcToRun):
for i in range{rangeToRun): distanceFromXi=xi- listaCoor | i]
4 lista .append(- listaCoor [i ) 5 valor=xi+distanccFromXi;
return  lista lista .append(valor)
6 7 return lista
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Para evitar contribuicbes n&o significativas, devido o raio de influéncia de certos
pocos da lista L, foi adotado um critério de parada para o célculo das somas parciais
em (5). Considerando que a funcéo de poco nao depende do tipo de bombeamento,
entdo W(u) > hofoi usado como critério de deteccéo daqueles pocos que nao fornecem
contribuicdes significativas ao rebaixamento.

Em relagdo a resolucéo obtida por métodos numéricos, a habilidade de uma
malha computacional representar a discretizacdo do dominio Q influenciara a qualidade
de seus resultados. Na obtencado da resolucédo Python MEF do problema de fluxo
(4), o processo de geracao de malhas nao estruturadas também sera facilitado pela
utilizacao direta de classes disponiveis nas bibliotecas do projeto FEniCS (FENICS,
2018). Nessa malha MEF néo estruturada, a definicdo na posi¢cao dos pocos requer que
0S mesmos sejam vértices da malha de elementos finitos (ISTOK, 1989). Assim, uma
mudanca de coordenadas para que vértices da malha assumam a posicédo do poco
mais proximo sera realizada pela funcédo Python, MeshPassingToWellAsVertex(**) .
Essa funcéo recebe a malha inicial, as listas listaCoorX e listaCoorY e retorna a malha
final em que as coordenadas da lista L sédo vértices dos elementos finitos. O script
abaixo descreve a implementagéao do cddigo mencionado:

def MeshPassingToWellAsVertex(mesh,listaCoorX listaCoorY'):
coords=mesh.coordinates () ; tree = mesh.bounding box "tree ()

3 point'cloud = [ dolfin . Point( point) for point in mesh.coordinates ()]

tree . build ( point'cloud , 2); p=Poini{coorx [0], coory [0])

5 p’i, distance = tree. compute closest point (p); lengthCoor=np.shape(coords)[0]

for i in range(len(coorx)):

7 p=Point(coorx[1i ], coory[i])

p’i, distance = tree . compute closest point (p); print "p:”, p.str()

9 coords| p'i ][0]=coorx[i ]; coords| p'i ][ 1]=coory[i |;

return mesh

Uma estratégia de refinamento local, conforme descri¢do do cddigo a seguir, foi
adotada para as regides radiais em torno dos pocos para elevar o nivel de acuracia da
solugcdo numérica na proximidade das coordenadas que representam 0s pogos reais.

def FunctionToRefine(mesh,listaCoorX, listaCoorY , lista ):
for i in range(len( lista )):
cell'markers = MeshFunction("bool”,mesh, mesh.topology() .dim())
4 cell’markers . set"all (False)
for ¢ in cells (mesh):

(]

6 for win range(len(listaCoorX)):
p=Point(listaCoorX [w],listaCoorY [w])
8 if (c.midpoint(). distance (p) ; lista[i]):

cell'markers [c] = True
10 mesh = refine (mesh, cell markers );
return mesh
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A manipulacdo da resolugcdo numérica utilizou a biblioteca NumPy (WALT
et al., 2011) e resultados gréaficos foram gerados por meio da biblioteca Matplotlib
(HUNTER, 2007). Aintegracao entre componentes do Projeto FEniCS (FENICS, 2018)
a a programacao cientifica dos demais cédigos foi realizada computacionalmente
em ambiente de desenvolvimento Python da Plataforma Eclipse (ECLIPSE, 2015). A
arquitetura do ParaView (AHRENS et al., 2005) também contribuiu para a visualizagéo
cientifica dos niveis de detalhes na sobreposi¢ao de resultados analiticos e numeéricos.

E importante ressaltar que a totalidade da metodologia computacional descrita
nesta secao empregou a filosofia colaborativa para a utilizagao de cddigos abertos.

41 COMPILACAO DE RESULTADOS

Nesta secdo, quatro simulagcées numéricas seréo consideradas para exemplificar
e ilustrar a metodologia computacional e os cédigos Python previamente apresentados.
O primeiro exemplo considera uma discussdo sobre a adaptatividade que otimiza
0s resultados numéricos para aproximar o termo de série da equacao (5) e ilustra o
calculo iterativo da funcéo de poco W (u) com quantidade distintas de termos em cada
ponto do dominio computacional Q. O segundo problema trata da solugdo numérica
MEF e analitica de Theis com ag¢&o de um unico po¢o no dominio. O terceiro problema
ilustra a aplicacédo do Principio da Superposicdo com a comparacao de resultados
analitico e numérico. E, finalmente, o quarto exemplo discute os resultados para um
conjunto de cinco pocos reais no dominio computacional através de comparacao entre
as respectivas solugbes numérica MEF e analitica de Theis.

Os exemplos envolvendo a resolugéao do problema do fluxo de agua subterranea
(4), sob a acéao de pocos de bombeamento serdo obtidos, analiticamente, pela solugcéo
de Theis generalizada na equacéo (6) e submetidas, em conjunto aos po¢os imagens,
no codigo Python (7) do Principio da Superposicao. A respectiva resolugao numérica,
fornecida pelo método de elementos finitos que utilizam bibliotecas do projeto FEniCS
(FENICS, 2018), considera dominios computacionais retangulares sobre malhas
triangulares ndo estruturadas. A geracdo dessas malhas MEF, de extensdo .xml,

séo obtidas pelo codigo FEniCS generate sob o dominio retangular Q

mesh(rect,l,"cgal",
predefinido na linha de comando Pyhton rect =(Rec£ty‘ar)7gle (P,,P,). Afigura 2 ilustra o
dominio computacional onde cada vértice da malha MEF, que esta mais préximo de
um poco real, foi redefinido para assumir a respectiva coordenada antes de aplicar as
estratégias de refinamento, através dos cddigos MeshPassing ToWellAsVertex(**) e

FunctionToRefine(**).
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Figura 2 — Dominio computacional MEF e estratégias de refinamento adaptativo

4.1 Adaptatividade para o calculo da funcao de poco W(u)

Conforme apresentado na equacéo (5), a solugao analitica de Theis envolve o
cbmputo da funcéo de poco W(u) que depende de uma soma com infinitos termos.
Uma forma de estabelecer um critério de parada para o termo de truncamento da série
é realizar a soma parcial e obter uma aproximagéo S_ definida por:

2 3 4 n

u
+ oot (—1)1

u
W{u}a5,1=—015??2—|11(u)+u—2I2[+3_3!—4r4!

(8)

1 - n!

Esta abordagem n&o é muito apropriada, pois conduz a uma escolha empirica
do indice n, no qual pode nao refletir na quantidade de termos necessarios em um
ponto especifico do dominio computacional. Ou seja, algumas regides do dominio
retangular Q podem requerer mais termos da série, enquanto que, em outras regioes,
um numero menor de termos pode ser aceitavel. Uma alternativa para contornar este
problema foi utilizar somas parciais S, e S_, e um critério de parada tal que IS_, -
S,| < € para um valor toleravel do erro de truncamento € > 0. Neste caso, a soma
aproximada W(u) = §,,,,; satisfaz o mesmo critério de parada para todo ponto do
dominio. Com esta estratégia de adaptatividade nas simulagbes numéricas, ao impor
€ = 108, o valor maximo requerido foi de n = 22 termos e o valor minimo foi de apenas
n = 3 termos, evidenciando uma apropriada otimizacdo computacional que foi obtida
com esse critério adaptativo adotado.

No intuito de representar a influéncia da estratégia adaptativa no critério de
parada, visando a qualidade da solugéo analitica, as figuras 3(a) e 3(b) ilustram mapas
de diferencas entre expressdes calculadas de forma distinta para a aproximacao de
(7). Para isto, considere que W., W, e W, representem as aproximagoes obtidas com
0s respectivos critérios: € =108, n=10e € = 103,
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Figura 3 - Diferencas entre as aproximagdes W1, W2, e W3, sendo que W1 foi obtida com
critério de parada € = 108, W2 uma expresséo obtida com n=10 termos em (7) e W3 obtido com
e=103

Na figura 3(a), ilustrando o grafico da diferenca IW, - W,|, verifica-se que nessa
estratégia existe uma discordancia da ordem 102 em regides nas proximidades dos
cantos do dominio Q. Na figura 3(b), que ilustra o grafico da diferenga IW, - W.I, a
discordancia entre as estratégias é da ordem 10* em todo dominio Q . Ou seja, o grau
de grandeza observado nos valores graduados em cada escala dessas figuras revela a
equivaléncia entre W1,W2 e W3. Assim, ao comparar W1 com W2, observa-se regides
onde n=10 termos nao foram suficientes para fornecer uma aproximag¢ao adequada de
W(u). Desta forma, essa analise nos resultados grafico evidencia que a aproximacao
W3 apresenta maior qualidade numérica do que W2, pois, observando as diferencas,
essa estratégia € a que mais se aproxima de W2. Logo, o erro de aproximacgéao envolvido
ao usar W3 serd menor do que o da estratégia W2 que necessita n=10 termos para
representar W(u) em todos os pontos do dominio Q.

Portanto, pode ser sugerido que a estratégia adaptativa que adota o critério de
parada IS . - S | < e disponibiliza aproximagdes de melhores qualidade do que a
estratégia que aplica um valor constante de termos para todo o dominio Q.

4.2 Comparacao entre Solucao de Theis e Solucao Numérica para 1 poco

Considere um poc¢o de bombeamento operando, com taxa de vazéo constante Q,
as aguas subterraneas no interior de um aquifero confinado de dominio com dimensées
retangulares Q = 1.200mx 1.200m. Para determinar a solu¢ao numérica da distribuicéo
de cargas hidraulicas do problema de fluxo, a programacao Python empregou o método
de elementos finitos na formulacéo fraca do problema (4) , conforme descricdo nas
linhas de comando do cddigo abaixo:
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# VARIATIONAL FORMULATION OF FINITE ELEMENTS

u = TrialFunction (V)

3| v = TestFunction (V)

2=Constant (0.0)

5| f2=WellsLocFunction

a = §'e*h*u*yrdx + theta*dt*K*b*inner(nabla’grad(u), nabla’grad (v)}*dx

7| L= (8e*b*u’1*v + dt*f2*v -(1.0- theta )*dt*T*inner(nabla’grad (u'1), nabla’grad{v)})*dx

g| A = assemble(a)
b = None # variable used for memory savings in assemble calls

u = Function (V)

# LOOPING START
15|t =dt

while t j= t'stop:

17 b = assemble(L, tensor=b)

for be in bes:
19 be. apply (A,b)

salve (A, u.vector (), b)
21 if t ==dt;

plot(u'l, interactive =False, title =" Solution by FEM of Flux Equation’)

e t +=dt

u’l. assign{u)
25 plot{u’l)

Para o calculo dessa solugédo numérica MEF, foi gerado uma malha inicial ndo
estruturada contendo N =3.281 vértices distribuidos num total de N_ = 6.304 elementos
triangulares. Na sequéncia, visando uma melhor qualidade da solucado MEF, foram
realizados refinamentos sucessivos nas regides proximas ao centro do pogo cujas
distancias radiais sao inferiores a [600m, 100m, 50m,10m]. O resultado final foi uma
malha mais fina contendo N = 12.743 vértices sobre N_ = 25,187 elementos.

Na figura 4, sobreposta a malha do dominio computacional Q , esta representada
a solucao numérica MEF da equacao do fluxo subterraneo (4) sob a atuacao de 1 poco
de bombeamento em seu interior.

8001000 200

120n0

Figura 4 — Dominio computacional Q= 1.200mx 1.200m e a solu¢do numérica MEF do
rebaixamento h(x, y, tf) seguido de projecdes de perfis sobre os planos coordenados

Em relacao a solucao analitica de Theis para o problema de fluxo (4), ndo houve
a necessidade da aplicacéo do Principio da Superposi¢ao, pois, o poc¢o ficou situado
no centro do dominio Q e, em fungéo da vazéo constante adotada, o raio de influéncia
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permanece menor do que a distancia do pogo a fronteira df}. Assim, para nesta primeira
simulagéo, a solucéo de Theis foi obtida com a aplicacdo direta da equacdo por meio
da funcéo Python implementada no cddigo (7) WellFunctionAdaptiveTheis(**) .

Uma comparacéo dos resultados observados nas avaliagdes numérica e analitica
do problema de fluxo (4) sdo apresentados pelas curvas de nivel e pela projecéo de
perfis das figuras 5(a) e 5(b).

1.21e3 : : ; ; ‘ 7\71 - 71 - ' ] ‘ ] ‘ ] : : : « + Numérica
18.76 ¢ ‘ : : :

x x Anglitica
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Curvas de nivel das solugbes MEF e Theis Perfis do rebaixamento

Figura 5 — Sobreposi¢édo das curvas de nivel das solu¢gdes numérica e analitica e detalhes da
concordancia dos perfis das solucées MEF e de Theis para o rebaixamento

Se considerar desprezivel o esforgo computacional no céalculo da solugéo
de Theis através da estratégia € = 108 para o critério de parada, observa-se, pela
sobreposicao grafica das solu¢des MEF e analitica do problema de fluxo (4), uma
adequada concordancia entre os resultados simulados sob o dominio Q.

A finalidade da comparacao entre a solugcdo numérica e a solu¢ao analitica da
equacéo (4), para situagcbes simplificadas, é a validacao do coédigo numérico MEF
implementado em linguagem Python apoiada em bibliotecas computacionais do
projeto FEniCS. Assim, a solugcdo MEF obtida por esse c6digo numérico sera capaz
de disponibilizar, mesmo em situagdes inevitaveis em que a solugcdo analitica nao
se encontra disponivel ou € inexistente, resultados robustos e apropriados para
o problema de fluxo subterréneo em aquifero confinado, sob imposicdo de outras
condicdes iniciais e de fronteira ou acao transiente de um pogco de bombeamento.

4.3 Principio da Superposicao e a Solucao Numérica para 2 pocos

Nesta secdo de aplicacdo do Principio da Superposicdo e obtencdo da
solucdo numérica MEF, serdo considerados dois po¢os atuando no mesmo dominio
computacional do exemplo anterior, ou seja, a superficie de rebaixamento resultara
da atuacao conjunta desses dois pocos de bombeamento, conforme ilustra a figura 6.
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Figura 6 — Solugéo Python MEF do rebaixamento h (x, y, tf) e perfis da sobreposicao com a
respectiva solugéo de Theis obtida com a aplicagéo do Principio da Superposi¢éo para 2 pocos
de bombeamento

Nesta situacdo, além da interacdo entre os pocos reais P1 e P2, havera a
necessidade da constru¢ao dos po¢os imagens de modo que as condi¢des de fronteira
de Dirichlet sejam satisfeitas. E importante notar que nem todos os pocos imagens
fornecerao contribuigdes significativas ao rebaixamento (x, y, t). Por exemplo, em
funcéo das disposicoes adotadas, o pogo imagem de P1, em relagdo a fronteira de
Dirichlet x= 0 , contribuira para o rebaixamento de P1, mas, em funcéo da disténcia
e vazao atribuida, ndo contribuira para o rebaixamento de P2. Analogamente, o poco
imagem de P2 , em relacéo a fronteira x= 1.200, contribuird para o rebaixamento de
P2, mas nao tera influéncia no rebaixamento de P1.

Baseado na lista L de coordenadas dos pocos, todas as listas de coordenadas
dos pocgos imagens podem ser obtidas por meio das fungdes Markelmag(D e
MarkelmagMove( O apresentadas no final da secéo Implementacédo Python-FEniCS.
Assim, enquanto a solucéo analitica, que aplica o Principio da Superposicéo, foi obtida
por meio da aplicacdo sucessiva da funcdo WellFunctionAdaptiveTheis(**) nas listas
de pocos reais e imagens, a correspondente resolucdo numérica da equacéo do fluxo
(4), com 2 pocos de bombeamento, foi obtida com a implementacdo do método de
elementos finitos baseada nas bibliotecas do projeto FEniCS (FENICS, 2018).

Nessa obtencéo da solugdo numérica Python MEF, considerou-se uma malha
inicial ndo estruturada com N, = 4.624 vértices distribuidos em N_ = 8.990 elementos
triangulares. Em seguida, apoés realizado estratégias de refinamentos sucessivos em
regidao de proximidades radiais a cada po¢o com distancia inferior a

[200m, 100m, 50m, 10m, 1m, 0.50m, 0.25m, 0.20m, 0.19m, 0.18m, 0.17m|

obteve-se uma malha final com Nv =26.690 vértices sobre Ne =53.122 elementos.
A adequada concordancia entre a solugdo analitica de Theis, com € = 10%, para
aproximacéao da funcdo de poco W(u) e a solugdo numérica Python MEF pode ser
observada pela sobreposicao gréafica das correspondentes curvas de nivel e perfis de

suas projecdes em planos coordenados, conforme visto na figura 7.
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Figura 7 - Solugéo numérica Python MEF em adequada concordancia com a solugédo analitica
obtida pelo Principio da Superposicao para 2 po¢os de bombeamento em dominio retangular

As figuras 7(a) e 7(b) ilustram, respectivamente, as curvas de nivel e os perfis de
solu¢des com sobreposicdes adequadas dos resultados numéricos Python MEF sobre
os resultados analiticos do Principio da Superposicéao.

A reutilizacdo da funcao Python FEnICS (7) WellFunctionAdaptiveTheis(**)
para todas as listas de pocos imagens foi responsavel pelo fornecimento de todas as
contribuicées necessarias para a definicdo adequada do rebaixamento final.

Outra vantagem observada nessa metodologia do Principio da Superposicéo,
sob a acao de 2 pogos reais para o agrupamento das contribuicbes no rebaixamento
h (x, y, t) dado pelos pogos imagens, foi a independéncia do nimero de pogos reais
no dominio computacional. Assim, qualquer quantidade de pogos imagens podem ser
construidos por meio das fung¢des de reflexao e translacao apresentadas anteriormente.

De forma semelhante ao que foi discutido na seg¢do anterior, a comparacao e
verificacdo de equivaléncia entre as solugdes numérica e analitica para a equacgao,
revela, novamente, uma apropriada robustez e confiabilidade do codigo Python
FEniCS para aplicagéo na resolugao do problema de fluxo de agua subterranea sob
a acao de dois pocos de bombeamento em situacdes em que a solugcao analitica nao
esta disponivel. Ou seja, para outros problemas de fluxo (4) que podem estar sujeitos
as condigcdes de fronteiras aplicadas sobre dominios poligonais de formas irregulares
e complexas ou sob condi¢des iniciais de taxas de vazdes mudando com o tempo.

4.4 Principio da Superposicao e a Solucao Numérica para 5 pocos

Para finalizar a comparacgao entre os resultados da solugédo Python FEniCS com
0s respectivos resultados da solugédo analitica obtida pelo Principio da Superposicéao
no problema do fluxo em aquifero confinado, serdo considerados cinco pogos de
bombeamento atuando, conjuntamente, no mesmo dominio computacional Q da secéo
anterior. A lista L5 de coordenadas para a posi¢cao dos pocos reais sera dada por:

Ls = [(300,300); (300,900); (600,600); (900,300); (900,900)]
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Nesta situacdo, a estratégia de refinamentos locais sucessivos sera conduzida
por lista contendo valores para as distancias radiais R = [200m, 100m, 50m, 10m, 1m].
A figura 8 ilustra a malha final refinada em regiées de proximidades dos 5 vértices
que representam a posicdo dos pocos. Conforme apresentado anteriormente, a
obtencdo da solugcdo analitica para este caso também considerou a construcéo de
todas as possiveis listas com informagdes dos pogos imagens e a aplicacao sucessiva
do cddigo Python WellFunctionAdaptiveTheis(**) para o céalculo das contribui¢cdes de
rebaixamento para cada um deles numa lista de pocos.

1OOQ| 2nn0

Figura 8 - Solugao Python MEF sobreposta a solugéo analitica obtida pela generalizagéo do
Principio da Superposicdo em dominio computacional sob a agédo conjunta de 5 pocos de
bombeamento

Este caso pode ser considerado como uma generalizacdo do Principio da
Superposicao, implementada pela equacdo (6), para obtencdo da superficie do
rebaixamento provocado na interacéo de 5 pocos reais do interior do dominio Q e os
seus respectivos po¢os imagens. O valor € = 108 foi novamente usado na estratégia
adaptativa para o célculo de cada funcao de poco W(u). Este exemplo difere do caso
para dois pocos, em termos das listas de pogcos imagens, apenas pela quantidade
de elementos, pois a quantidade de listas € a mesma. No entanto, se considerar as
contribuicbes dos pogos imagens, em todas as listas geradas sempre havera pelo
menos um pogo imagem com contribuicédo significativa para o rebaixamento, e pogos
gue nao fornecem contribuicdes significativas. Neste caso, o critério de parada para
estabelecer se a contribuicdo é significativa sera ativado. Este critério, em conjunto
com a adaptatividade da solucédo analitica, fornece uma maneira eficiente para o
calculo das contribuicbes e facilita a obtencéo da solugdo analitica via o Principio
da Superposicéo. A partir de resultados graficos, a figura 9(a) ilustra uma adequada
concordéancia observada na sobreposicédo das curvas de nivel da solugdo analitica e
a correspondente solu¢cao numérica Python FENnICS, e a figura 9(b) ilustra a projecao
de cinco perfis de solucdo analitica determinada pelo Principio da Superposicao
satisfatoriamente sobrepostos as respectivas solucbes numéricas Python FEniCS.
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Figura 9 - Curvas de nivel das solugbes analitica e numérica e a comparacgéo entre os perfis de
solucgéo obtido pelo Principio da Superposi¢cdo com a respectiva solugdo Python FEniCS

Esses resultados numéricos e analiticos revelam a equivaléncia nos dois métodos
de resolucdo do problema do fluxo sob a atuacédo de 5 pocos de bombeamento em
aquifero confinado. A escolha dessa quantidade e da disposicdo dos pocos reais foi
empirica, no entanto, de carater didatico. Em relagdo a implementacdo da solugéo
numérica Python FEnICS para representacdo do comportamento hidraulico, o codigo
se demonstrou isento de maiores dificuldades para aplicacdo em situacdes de
aquiferos confinados que possua geometria complexa da sua fronteira irregular ou
estdo submetidos a acéo simultdnea de diversas fontes de extracdo em seu interior.

Sob condicbes simplificadas do dominio, a eficiéncia computacional e robustez
para obtencéo da solucéo analitica, através do proposto cédigo Python 7, também se
apresenta de forma independe da quantidade e disposicéo dos pog¢os reais.

51 CONSIDERACOES FINAIS

Especificamente, neste capitulo, um codigo Python-FEniCS foi desenvolvido
para a validacao da implementagao computacional de uma solug&o aproximada para o
problema do fluxo de agua subterranea, que simula a superficie de rebaixamento sob a
acao de pocos de bombeamento, em aquifero confinado. A solu¢ao analitica de Theis
e o Principio da Superposi¢cao foram implementadas para o mesmo conjunto de pogos
de bombeamento sob condi¢des de fronteira de Dirichlet. Resultados disponiveis em
visualizadores cientificos apresentaram adequada concordéncia, entre as solugdes
numéricas e as respectivas solugdes analiticas, ao considerar 1, 2 e 5 pogos de
bombeamento no interior do dominio computacional. Essas simulagdes numéricas
mostraram tanto uma adequacao e robustez da solugdo aproximada pelo método de
elementos finitos, quanto a capacidade da correspondente solugdo analitica, baseada
no Principio da Superposicao, paraenglobarumalistade k po¢cos de bombeamento ou de
injecdo atuando, em conjunto, na mesma regiao de um determinado aquifero confinado.
Portanto, importantes conceitos matematicos e certos aplicativos de codigos abertos

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 7



foram utilizados para a modelagem, simulacéo, descricdo e previsédo da distribuicdo
de cargas hidraulicas no meio subterrdneo. O emprego das citadas tecnologias, tais
como, plataformas de programacao Eclipse e FEnIiCS, linguagem Python cientifico
de alto nivel, bibliotecas MEF para cddigos numéricos, geradores de malhas Dolfin,
visualizadores graficos Matplotlib e ParaView, de forma adequadamente integrada,
serviram como ferramentas essenciais para a compreensdo de um fenémeno fisico
de complexidade consideravel. Na intencado de proporcionar maior leveza ao texto
desse capitulo, as demonstra¢cdes matematicas das equacgdes (1) a (6), a descricéo da
formulacéao fraca do Problema de Fluxo, os detalhamentos da expressiva programacgao
Pyhton FENnICs e dos visualizadores cientificos, ficaram apenas como sugestbes para
encorajar um aprofundamento nas obras cientificas citadas na Referéncia.
Evidenciando a caracteristica multidisciplinar que pode ser extraida de varias
areas do conhecimento, sdo muitos os conceitos da Matematica e suas Tecnologias
qgue contribuem para resolugdo de problemas provenientes das Ciéncias Naturais. E
ainda, sobreposto a uma mera apresentacéao de resultados numéricos em comparagao
aos resultados analiticos, a concordancia obtida em diferentes enfoques ressalta, além
da validacao de implementacéo, a integracao de ferramentas digitais e a confiabilidade
computacional para que metodologias de simulacé&o sigam seus caminhos distintos.
Para complementar, é possivel que qualquer compreensao do comportamento de
fendbmenos hidricos na subsuperficie desperte interesses que vao além da comunidade
de pesquisadores da hidrogeologia ou de especialistas em representacao de leis da
natureza através da modelagem matematica. Ou seja, programadores graficos e os
desenvolvedores de tecnologias computacionais, com algum conhecimento avancado
de métodos numéricos, também podem contribuir nos estudos e desenvolvimentos
relacionados nessa importante area da Dinamica dos Fluidos Computacional.

REFERENCIAS

AHRENS, J. et al., ParaView: An End-User Tool for Large Data Visualization, Visualization
Handbook, Elsevier, 2005,

BEAR, J. Hydraulics of Groundwater. New York: McGraw Hill, 2012.
CLEARY, R. Aguas Subterraneas. Clean Environment Brasil e Princenton Groundwater, 2007.

FENICS PROJECT. Documentation for DOLFIN-1.6.0 (Python). Disponivel em: https://fenicsproject.
org/olddocs/dolfin/1.6.0/python/demo/index.html. Acesso em: 13 jul. 2018.

HUNTER, J.D. Matplotlib: A 2D graphics environment. Computing In Science & Engineering, v.9,
n.3, pg. 90-95, 2007.

ISTOK, J. Groundwater Modeling by the Finite Element Method. Water Resources Monograph 13,
American Geophysical Union, 1989.

LOGG, A. et al. Automated Solution of Differential Equations by the Finite Element Method.

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 7




Springer, 2012.

REILLY, T. E.; FRANKE, L.; BENNETT, G. D. The Principle of superposition and its application in
ground-water hydraulics, U.S.GEOLOGICAL SURVEY, Open-File Report 84-459, 1984.

SANTOS, J. P. M. Método Multigrid Algébrico: Reutilizacdo das Estruturas Multigrid no
Transporte de Contaminantes. 2015. 191 f. Tese (Doutorado em Ciencias) — Escola de Engenharia
de Sao Carlos, EESC/USP, Sao Carlos, 2015.

VAN DER WALT, S.; COLBERT, S. C.; VAROQUAUX, G. The NumPy Array: A Structure for
Efficient Numerical Computation, Computing in Science Engineering, v13, n2, 2011.

VERFURTH, R. Adaptive Finite Element Methods: Lecture Notes Winter Term 2013/14. Disponivel
em http://www.ruhr-unibochum.de/num1/files/lectures/ AdaptiveFEM.pdf. Acesso em: 24 maio 2018.

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 7




SOBRE O ORGANIZADOR

FELIPE ANTONIO MACHADO FAGUNDES GONCALVES Mestre em Ensino de Ciéncia e
Tecnologia pela Universidade Tecnolbgica Federal do Parana(UTFPR) em 2018. Licenciado
em Matematica pela Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG), em 2015 e especialista
em Metodologia para o Ensino de Matematica pela Faculdade Educacional da Lapa (FAEL)
em 2018. Atua como professor no Ensino Basico e Superior. Trabalha com tematicas
relacionadas ao Ensino desenvolvendo pesquisas nas areas da Matematica, Estatistica e
Interdisciplinaridade.

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Sobre o organizador




Agéncia Brasileira do ISBN
ISBN 978-85-7247-348-4

788572

473484





