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APRESENTAÇÃO

A obra “Educação Matemática e suas tecnologias” é composta por quatro volumes, 
que vêem contribuir de maneira muito significante para o  Ensino da Matemática, nos 
mais variados níveis de Ensino. Sendo assim uma referência de grande relevância 
para a área da Educação Matemática. Permeados de tecnologia, os artigos que 
compõe estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matemática como um todo, 
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da área e professores que buscam 
conhecimento e aperfeiçoamento. Pois, no decorrer dos capítulos podemos observar 
a matemática aplicada a diversas situações, servindo com exemplo de práticas muito 
bem sucedidas para docentes da área. A relevância da disciplina de Matemática no 
Ensino Básico e Superior é inquestionável, pois oferece a todo cidadão a capacidade 
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matemática como 
ferramenta para a resolução de problemas do seu cotidiano. Sem dúvidas, professores 
e pesquisadores da Educação Matemática, encontrarão aqui uma gama de trabalhos 
concebidos no espaço escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem 
para diversos conteúdos matemáticos. Que estes quatro volumes possam despertar 
no leitor a busca pelo conhecimento Matemático. E aos professores e pesquisadores 
da Educação Matemática, desejo que esta obra possa fomentar a busca por ações 
práticas para o Ensino e Aprendizagem de Matemática.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gonçalves
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RESUMO: A evolução dos dispositivos 
processadores, das linguagens computacionais 
e de ações multidisciplinares permitem o uso de 
modelos matemáticos e inovações tecnológicas 
para complementar os métodos para avaliação 
do desempenho de um dos órgãos vitais do 
corpo humano, o coração. O crescente número 
de casos envolvendo doenças cardiovasculares 
motiva a comunidade científica a buscar novas 
técnicas, dentre as quais destacam-se as análises 

não invasivas, capazes de detectar patologias 
leves e moderadas. De modo a contribuir com 
estudos complementares, apresenta-se neste 
trabalho um modelo matemático que permite a 
simulação da morfologia de eletrocardiograma 
de adultos sadios e revela tacogramas que 
podem ser comparados com dados coletados 
de forma experimental.

ABSTRACT: The evolution of processing 
devices, computational languages, and 
multidisciplinary actions allow the use of 
mathematical models and technological 
innovations to improve the analyze of one of the 
vital organs of the human body, the heart. The 
increase of the number of cases involving 
cardiovascular diseases motivates the scientific 
community to research new techniques, mainly 
non invasive analyzes, capable of detecting 
mild and moderate pathologies. In this work, a 
mathematical model is presented. It allows the 
simulation of electrocardiogram morphology of 
healthy adults and reveals tachographs that can 
be compared with experimental data.
PALAVRAS-CHAVE: coração, variabilidade 
da frequência cardíaca, transformada wavelet 
discreta.
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1 |  INTRODUÇÃO

O coração humano é o órgão vital responsável por controlar a vida vegetativa 
(involuntária) enquanto é monitorado pelo sistema nervoso autônomo (SNA) (BEAR 
et al., 2008), tem a função de bombear sangue para o corpo (MOHRMAN e HELLER, 
2008). O SNA é dividido em dois subsistemas: sistema nervoso simpático (SNS), 
responsável por controlar as situações de alerta como, por exemplo, susto, medo, 
exercícios físicos e estresse mental e o sistema nervoso parassimpático (SNP), 
responsável pelo controle do corpo em repouso (ACHARYA et al., 2006).

No coração, o regime sinusal o ritmo cardíaco é controlado pelo SNP, considerado 
normal quando o individuo apresenta aproximadamente 72 batimentos por minuto (bpm) 
e bombeia 0,07 litros de sangue por contração (CURTIS, 1997; HALL, 2016). Caso o 
individuo seja submetido a alguma situação de alerta, o aumento da atividade cardíaca 
é controlado pelo SNS (BEAR et al., 2008). Uma das formas mais comuns de avaliar a 
atividade elétrica do coração é conhecido como eletrocardiograma (ECG). Essa forma 
de registro foi introduzida Willem Eithovem em 1902 (DUBIN, 1996), um registro de 
dados da relaxação e contração do coração, que normalmente é apresentado em 
forma gráfica com linhas que indicam o comportamento ao longo do tempo. Os pontos 
coletados durante a evolução temporal da atividade elétrica permitem avaliar o ritmo, 
a quantidade e a velocidade dos batimentos cardíacos (FERREIRA et al., 2010). 

 Na Figura 1 (a) é representada graficamente a atividade cardíaca durante 4 
segundos. Três formas básicas de onda são mostradas e descritas pela sequência 
simbólica P, QRS e T (SCHMIDT et al., 1999). Onde a onda P representa a 
despolarização (contração) dos átrios. Neste momento, o sangue passa dos átrios 
para os ventrículos. Na sequência observa-se a onda QRS, este complexo representa 
a contração ventricular (sístole), onde o sangue é forçado para fora dos ventrículos, 
sentido aos pulmões e ao resto do corpo. Por fim, tem-se a onda T representando 
a repolarização dos ventrículos (diástole), momento em que o sangue venoso (não 
oxigenado) entra no átrio direito, enquanto o sangue oxigenado (arterial) oriundo dos 
pulmões entra no átrio esquerdo, ficando o coração preparado para o próximo ciclo 
(DUBIN, 1996). A Figura 1 (b) permite a observação da evolução temporal (n=1000 
batimentos cardíacos) da atividade elétrica (r[n][s]) de um coração. Na representação 
gráfica tem-se uma grande quantidade de pontos que dão a característica visual de um 
ECG e é conhecida como tacograma e pode ser estudada por meio da variabilidade da 
frequência cardíaca (VFC).

 Um estudo detalhado deste tipo de imagem pode ser realizado observando 
características da evolução temporal. A detecção de patologias leves e moderadas 
associadas ao SNA como arritmias, bradicardias e taquicardias, além de distúrbios na 
relação entre os SNS e SNP pode ser realizada por meio do estudo da VFC (VANDERLEI 
et al., 2009) via ECG, um método não invasivo e coerente nas respostas. Além 
disso, modelos matemáticos vêm sendo estudados com finalidade de compreender 
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o funcionamento fisiológico do sistema cardiovascular (SCV). Alguns modelos são 
baseados na equação clássica de Van der Pol (VAN DER POL, 1926). Gois e Savi 
(GOIS e SAVI, 2009), por exemplo, consideraram três osciladores de Van der Pol 
modicados, conectados por um acoplamento com atraso de tempo para descrever o 
comportamento do ritmo cardíaco. 

Figura 1: Evolução temporal da atividade elétrica permite avaliar o ritmo, a quantidade e a 
velocidade dos batimentos cardíacos. Em (a) representa-se um padrão de eletrocardiograma 
(ECG) com sequência simbólica das principais ondas em (b) encontra-se a amostra gráfica de 

um tacograma.

Esta análise é feita por meio da avaliação do intervalo entre ondas R consecutivas 
(Figura 1 (a)). O sinal de tempo discreto, derivado de ECG, denotado por r[n], com 0 
≤ n ≤ N-z , é conhecido como espectro do tacograma ou simplesmente tacograma. A 
Figura 1 (b) mostra um exemplo de tacograma (KITNEY e ROMPELMAN, 1980).

Acharya e colaboradores (ACHARYA et al., 2006), apresentam uma revisão de 
várias técnicas para análise do tacograma, tanto no domínio do tempo quanto no 
domínio da frequência. Os autores apresentam uma descrição detalhada sobre as 
relações entre a VFC para indivíduos que fazem parte de grupos de risco (consumidores 
de álcool e cigarro, uso de medicamentos, diabetes, entre outros). No domínio da 
frequência, o espectro do tacograma possui duas bandas principais (ACHARYA et al., 
2006): no intervalo de 0,04 ≤ ƒ ≤ 0,15Hz encontram-se as baixas frequências (BF), 
enquanto no intervalo 0,04 ≤ ƒ ≤ 0,4Hz estão as altas frequências (AF). As atividades 
dos SNP e SNS são associadas, respectivamente, às bandas AF e BF. 

 Avalia-se que durante o exame os indivíduos permanecem acordados em 
posição de repouso, espera-se somente a atuação do SNP. Desta forma, um indivíduo 
sadio deve possuir baixa atividade em BF e alta em AF, além do que, com o espectro de 
energia da transformada wavelet discreta (TWD) (DAUBECHIES, 1992 e VIDAKOVIC, 
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1996) o tacograma pode ser melhor aproximado por um processo estocástico 
autorregressivo (AR) do que por meio dos espectros gaussianos.

 A estrutura apresentada neste trabalho tem a seguinte forma: na Seção 2 
apresenta-se o modelo matemático para simulação do batimento cardíaco; na Seção 3, 
trata-se da transformada wavelet discreta (TWD); na Seção 4 mostra-se os resultados 
obtidos e na última Seção as conclusões são apresentadas.

2 |  MODELO MATEMÁTICO PARA BATIMENTOS CARDÍACOS

Neste trabalho, é utilizado um modelo matemático de três equações diferenciais 
acopladas introduzidas por McSharry e colaboradores (McSHARRY et al., 2003), 

  com  
 onde a amplitude é dada por A = 0,15mV e considera-se a frequência 

de respiração do individuo ƒ2 = 0,25Hz. A velocidade angular ω pode ser encontrada 
efetuando-se o calculo de  , onde r(t) é a conversão discreto-continua 
do tacograma r[n] (OPPENHEIM et al., 2010). Na Tabela 1, apresentam-se os demais 
parâmetros do modelo.

Índice (i) Tempo [s]  өi[rad] ɑi bi
P - 0,2 -π/3 1,2 0,25
Q - 0,05 -π/3 -5 0,1
R 0 0 30 0,1
S 0,05 π/12 -7,5 0,1
T 0,3 π/2 0,75 0,4

Tabela 1: Parâmetros do modelo apresentado por McSharry e colaboradores.

No trabalho apresentado originalmente por McSharry et al. (McSHARRY et al., 
2003), o tacograma r[n] (Figura 2(a)) é determinado pela transformada inversa de 
Fourier (OPPENHEIM et al., 2010) do espectro , com módulo 

fase Ø aleatória uniformemente distribuída entre -π e π e ƒ1 = 0,1Hz, ƒ2 = 0,25Hz,   
c1 = c2 = 0,01 e . O modelo dinâmico descreve a geração de sinais sintéticos 
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de eletrocardiograma. Esse modelo é baseado em um conjunto de três equações 
diferenciais ordinárias onde são incorporadas as ondas de Mayer e a arritmia sinusal 
respiratória (ASR) por meio de um espectro bimodal consistindo da soma de duas 
funções gaussianas (McSHARRY et al., 2003).

Figura 2: Representação do espectro gaussiano (a) e espectro autorregressivo (b), com suas 
respectivas faixas de baixa frequência (BF) e alta frequência (AF).

 Como comentado anteriormente, o procedimento de geração do tacograma 
foi alterado em relação ao espectro. Ao invés da Equação (2), relacionada a uma 
distribuição gaussiana, a sequência r[n] é tomada como sendo uma realização de um 
processo AR,

onde ɛ[n] é um ruído branco com média zero e variância unitária. A ordem do 
modelo é p = 16, com base no trabalho de Boardman et al. (BOARDMAN et al., 2002), 
e os coeficientes utilizados são apresentados na Tabela 2:

d1 d2 d3 d4 d5 d6

- 0,9099 0,5188 - 0,2840 - 0,2063 0,0382 0,0709
d7 d8 d9 d10 d11 d12

0,0305 -0,1533 0,0009 -0,0070 -0,0218 0,0043
d13 d14 d15 d16

0,0316 0,0155 -0,0591 0,0252

Tabela 2: Coeficientes do tacograma para o processo estocástico autorregressivo.
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O espectro da Equação (3) é obtido por

e apresentado na Figura 2(b) com suas respectivas faixas de frequências.

3 |  TRANSFORMADA WAVELET DISCRETA

As wavelets são funções localizadas no tempo utilizadas para analisar outras 
funções em posição e escala (frequência) (GROSSMANN e MORLET, 1984). Os 
parâmetros de uma wavelet são o tempo, a dilatação e a translação. Existem dois tipos 
principais de transformadas wavelets (TW): contínua (TWC) e discreta (TWD), que por 
sua vez pode ser de tempo contínuo ou discreto. Neste trabalho utilizamos a TWD. 
Trata-se de uma forma de decomposição em multibandas baseada em bancos de 
filtros espelhados em quadratura de dois canais (OPPENHEIM et al., 2010), conforme 
mostra a Figura 3.

Figura 3: Banco de filtros utilizado pela transformada wavelet discreta.

Onde os filtros wavelet h[n]: n=0, ..., L-1 e escala g[n] : n = 0, ..., L-1 são 
construídos de acordo com a família de wavelets utilizada, sendo L o comprimento do 
filtro (VIDAKOVIC et al., 1999).

Para o presente trabalho a família escolhida denomina-se Daubechies 
(DAUBECHIES, 1992) com L=80, para este caso, não foram considerados aspectos 
de reconstrução. 

 Os coeficientes w[n] e v[n] são obtidos por convoluções circulares de r[n] com 
as versões reversas dos filtros h[n] e g[n] seguidas de decimação por fator dois. A 
Figura 4 mostra a decomposição em quatro níveis utilizada neste estudo. Os sinais 
são representados por matrizes, visto que possuem comprimento finito.
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Figura 4: Esquema representativo da decomposição de um tacograma em quatro níveis pela 
transformada wavelet discreta.

A decomposição permite que sejam definidas bandas para o domínio wavelet, na 
Figura 5 mostra-se a relação entre os coeficientes wavelet e suas respectivas bandas 
de frequências: wavelet baixa frequência (wBF), intervalo 1/32≤ ƒ ≤ 1/8 Hz; wavelet 
alta frequência (wAF), intervalo 1/8 ≤ ƒ ≤ 1/2Hz.

Figura 5: Representação esquemática do espectro de frequências feito pela transformada 
wavelet discreta.

 A energia do tacograma pode ser calculada por  
 (VIDAKOVIC et al., 1999). Já, as energias nas bandas wBF e 

wAF podem ser determinadas por,  e 
.

4 |  RESULTADOS

Baseando-se em trabalhos anteriores foi realizado um estudo do espectro a fim 
de se obter a velocidade angular utilizada em um conjunto de equações diferencias e 
consequentemente o ECG. Durante as simulações foram criados 124 sinais teóricos de 
ECG, sendo metade (62) gerados por meio de espectro gaussiano e 62 pelo espectro 
autorregressivo.

Os resultados das simulações obtidas foram apresentados em forma de 
tacogramas e comparados com 62 tacogramas experimentais (N= 100 batimentos) 
de adultos sadios. Esses dados, assim como todos os demais dados experimentais 
utilizados neste trabalho foram coletados na Faculdade de Medicina de São José do 
Rio Preto pelo grupo do Prof. Dr. Moacyr Fernandes de Godoy.

 Para cada tacograma são calculadas as energias da Equação (5) e obtidas 
 para baixa frequência (Figura 6(a)) e  

para alta frequência (Figura 6(b)). Os índices se referem aos tacogramas obtidos pelos 
espectros gaussiano (G), autorregressivo (AR) e experimental (EXP).
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Nas Figuras 6(a) e 6(b), observam-se as bandas (wBF e wAF), e a energia obtida 
do tacograma autorregressivo se aproximando, em média, da energia do tacograma 
experimental em relação ao tacograma gaussiano.

Quanto a variabilidade das energias experimentais, apresentam-se maiores. Esse 
efeito é comumente observado nos ECG, visto que, o coração possui a habilidade de 
responder a vários estímulos e situações de alerta pelo qual o corpo passa durante o 
dia, além de possíveis desordens induzidas por doenças.

Figura 6: Energia dos tacogramas nas bandas (a) wBF e (b) wAF. Em azul, o gaussiano; em 
vermelho o autorregressivo; em verde o experimental.

5 |  CONCLUSÕES

Estudou-se um modelo matemático dado por equações diferenciais acopladas 
que descrevem sinais de eletrocardiograma. Estabeleceu-se comparações entre 
tacogramas teóricos gerados por espectros gaussianos e autorregressivos com 
tacogramas experimentais de 62 pacientes sadios. Conclui-se que os tacogramas 
obtidos de processos autorregressivos levam a resultados mais realistas, quando 
comparadas suas energias no espectro da Transformada Wavelet Discreta.
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