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APRESENTACAO

Aobra “Educacao Matematica e suas tecnologias” € composta por quatro volumes,
gue véem contribuir de maneira muito significante para o Ensino da Matematica, nos
mais variados niveis de Ensino. Sendo assim uma referéncia de grande relevancia
para a area da Educacao Matematica. Permeados de tecnologia, os artigos que
compde estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matematica como um todo,
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da area e professores que buscam
conhecimento e aperfeicoamento. Pois, no decorrer dos capitulos podemos observar
a matematica aplicada a diversas situagcdes, servindo com exemplo de praticas muito
bem sucedidas para docentes da area. A relevancia da disciplina de Matematica no
Ensino Basico e Superior € inquestionavel, pois oferece a todo cidadao a capacidade
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matematica como
ferramenta para a resolucéo de problemas do seu cotidiano. Sem duvidas, professores
e pesquisadores da Educacao Matematica, encontrardo aqui uma gama de trabalhos
concebidos no espaco escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem
para diversos conteudos matematicos. Que estes quatro volumes possam despertar
no leitor a busca pelo conhecimento Matematico. E aos professores e pesquisadores
da Educacdo Matematica, desejo que esta obra possa fomentar a busca por acdes
praticas para o Ensino e Aprendizagem de Matematica.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 16

TAREAS DE GENERALIZACION POR INDUCCION
PARA FORMAR EL CONCEPTO DE POTENCIA

Landy Sosa Moguel
Universidad Autbnoma de Guerrero

Chilpancingo de los Bravo — Guerrero
Guadalupe Cabanhas-Sanchez

Universidad Autbnoma de Guerrero, Facultad de
Matematicas

Chilpancingo de los Bravo — Guerrero

Eddie Aparicio Landa

Universidad Autbnoma de Guerrero, Facultad de
Mateméticas

Chilpancingo de los Bravo — Guerrero

*Adscritos a la Universidad Autobnoma de Yucatan,
Mérida — Yucatan, México

RESUMEN: Se presentan algunos principios
y la estructura de tareas de generalizacion
matematica para favorecer el desarrollo del
razonamiento inductivo en profesores de
matematicas de educacion basica (secundaria),
asi como para la formacion del concepto
potencia en ellos. En las tareas, la potenciaciéon
es tratada como el proceso para resolver una
situacion problema sobre el comportamiento
exponencial de valores numéricos y la potencia
como su solucién. Con este tipo de tratamiento
se espera mejorar la articulacién conceptual en
el trabajo con exponentes numéricos naturales 'y
no naturales. Finalmente, se hace una reflexion
sobre el papel de la generalizacion inductiva
para identificar elementos conceptuales,

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2

procedimentales y estructurales ligados a la
naturaleza epistémica del concepto potencia.
PALABRAS CLAVE: Tareas, generalizacion,
razonamiento inductivo, potencia.

ABSTRACT: The structure of tasks and some
principles of the mathematical generalization
that enhance the development of inductive
reasoning and the formation of the concept of
power in middle school mathematics teachers
are shown. In these tasks, exponentiation is
used as the process to solve a problem situation
on the exponential behavior of numerical values
and power as its solution. The intention of this
kind of treatment is to improve the conceptual
articulation of the work of natural and non-natural
numerical exponents. Finally, further reflection
is made on the role of inductive generalization
to identify conceptual, procedural and structural
elements connected with the epistemic nature
of the concept of power.

KEYWORDS: Tasks, generalization, inductive
reasoning, power.

11 INTRODUCCION

En la educacion basica (secundaria),
procesos matematicos como la generalizacion,
la argumentacion, la conjetura, la resolucion de
problemas y la construccién de pruebas, por
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mencionar algunos, son vertebrales en el aprendizaje (NTCM, 2000; CCSSI, 2010).
El favorecimiento del desarrollo de dichos procesos en el aula por parte del profesor
demanda no solo un conocimiento profundo de los conceptos matematicos que se
ensenan, sino el entendimiento e interpretacion del tipo de razonamiento asociado, por
ejemplo, inductivo y deductivo (AMTE, 2017).

Si bien la induccidn es una forma de razonamiento que sustenta y potencializa
tales procesos (e.g. Castro, Canadas y Molina, 2010; Cafadas, Deulofeu, Figueras,
Reid y Yevdokimov, 2007; Haverty, Koedinguer, Klahr y Alibali, 2000; Martinez y
Pedemonte, 2014; Yopp, 2010), en programas de desarrollo profesional con profesores
de matematica en educacion secundaria en México, se han detectado dificultades
en su razonamiento inductivo para interpretar y resolver problemas matematicos de
generalizacion.

En adicion, Goizueta y Planas (2013) reportan que un problema en la ensefianza
de las matematicas es la omision o falta de explicitacion de lo epistémico (del
conocimiento matemético), en articulaciébn con lo comunicativo, en la gestion de
practicas argumentativas por el profesorado. Al respecto, se ha reportado que el
conocimiento matematico que predomina en la mayoria de los profesores de educaciéon
basica es de tipo operativo y bajo nivel conceptual (Hill, Rowan y Ball, 2005; Tzur y
Timmerman, 1997).

Diversas investigaciones se han centrado en delimitar el conocimiento matematico
y pedagégico del profesor, con énfasis en el Conocimiento especializado del profesor
de matematicas (Contreras, Montes, Climent y Carrillo, 2017), otros bajo el modelo
Mathematical Knowledge for Teaching (Ball, Thames y Phelps, 2008) o en estudiar
las dimensiones del Conocimiento Didactico-Matematico (Pino y Godino, 2015).
Sin embargo, en pocos estudios se ha cuestionado como construye conocimiento
matematico y didactico el profesor. En la literatura en educacidon matematica, escasos
han sido los esfuerzos por trascender del conocimiento al razonamiento del profesor,
particularmente el inductivo, para examinar el proceso o la forma en que conceptualiza.

Considerando la existencia de rupturas conceptuales y la ausencia de significados
asociados al concepto potencia por parte de profesores de matematicas, especialmente
en el caso con exponentes no naturales (Martinez-Sierra, 2005), se disefiaron tareas
de generalizacion por induccién para examinar la formacion del concepto potencia y
promover el razonamiento inductivo en profesores de secundaria. En este escrito se
presentan los principios y la estructura de las tareas, con base en el establecimiento de
elementos teodrico-metodoldgicos para responder a la pregunta ¢Bajo qué principios
se pueden estructurar tareas de generalizacion por induccion para la formacioén de un
concepto, en particular, el de potencia?

Educacéo Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 16




2| ELEMENTOS TEORICO-METODOLOGICOS

Los conceptos medulares en este estudio son el razonamiento inductivo y la
formacion de conceptos, ambos ligados a la generalizacion.

2.1 Razonamiento inductivo

Filoséfica e histéricamente una via para la generacion de conocimiento cientifico
ha sido la busqueda de relaciones invariantes en un conjunto de hechos, objetos o
fenbmenos para descubrir las leyes que los rigen. Esta via es la del razonamiento
inductivo (Pineda, 2009; Poincaré, 1948), la cual permite el paso de los hechos
singulares a las proposiciones generales (Frolov, 1984).

El razonamiento inductivo es el proceso cognitivo que consiste en inferir una
regla general mediante el analisis y la conexion de casos particulares (Pdlya, 1957).
Es un proceso importante para la formacién de conceptos y la resolucion de problemas
matematicos, debido a que ayuda a realizar abstracciones y generalizaciones (Sriraman
y Adrian, 2004).

En el campo de las matematicas, Pblya (1966) mostré que es posible descubrir
propiedades y teoremas matematicos razonando de manera inductiva, con base en la
sistematizacion del analisis de datos parciales para detectar regularidades numéricas.
Y propuso cuatro fases para ello: observar alguna similitud entre casos particulares,
formular una conjetura haciendo un juicio sobre los casos observados, generalizar y
verificar la conjetura ensayando con otros casos.

Con base en el trabajo de Pélya, Canadas y colaboradores (2007, 2009)
formularon un modelo empirico de siete fases para describir el razonamiento inductivo
en la resolucién de problemas de generalizacion, las cuales se consideraron para
delimitar los principios de las tareas. Las fases del razonamiento en este modelo son:
trabajo con casos particulares, organizacion de casos particulares, identificaciéon de
patrones, formulacion y justificacién de conjeturas, generalizacion y demostracion.

2.2 Formacion de conceptos

Cada vez se aporta mayor evidencia al hecho de que el conocimiento y el
pensamiento matematico de una persona esta asociado al tipo de experiencias
y contextos en los que esta se situe, y no solo atafie a la cognicién (e.g. Cobb y
Yackel, 1996). La conceptualizacion o formacion de conceptos matematicos consiste
en formar un sistema de representaciones mentales de las caracteristicas esenciales
de un objeto matematico y de sus relaciones con otros objetos (Aparicio, Sosa, Torres
y Gémez, 2018). Cognitivamente, formar un concepto implica “seleccionar algunas
caracteristicas de las entidades particulares y descartar otras” (Cadez y Kolar, 2015, p.
286), abstrayendo lo esencial en distintas situaciones y englobarlas en una categoria
universal. En ese sentido, puede interpretarse como un proceso de generalizacion
conceptual (Davydov, 1990) para transitar de un elemento o situacion particular al
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conjunto completo al que pertenecen (el concepto).

La transformacion o ampliacion de la conceptualizacion que profesores de
matematicas poseen de un concepto matematico, puede llevarse a cabo mediante
experiencias de aprendizaje colectivo basadas en la reflexibn de la naturaleza
epistémica del concepto (Aparicio et al., 2018). Es decir, experiencias que ofrezcan
la oportunidad de reconocer, explicar y usar los conocimientos matematicos mas
alla del escenario en que fueron estudiados. Esta posibilidad radica en gran medida
en reconocer los elementos conceptuales, procedimentales y estructurales que
constituyen un concepto.

Hieberty Lefevre (1986) sugieren relacionar dos tipos de conocimiento matematico
para el desarrollo de habilidades y la comprensidbn en matematicos: conceptual
y procedimental. El conocimiento conceptual se caracteriza por la construccion de
relaciones entre piezas de informacion (conocer qué). El conocimiento procedimental
refiere al lenguaje o formas de representaciéon simbdlica de las mateméaticas, asi
como a los algoritmos, reglas y métodos para resolver tareas matematicas (conocer
como). Jonassen, Beissner y Yacci (2013) senalan que ademas se debe adquirir un
conocimiento estructural, es decir, conocer cdmo se interrelacionan los conceptos.
Esto es, como la informacion esta organizada en un dominio de conocimiento.

2.3 Generalizacion por induccion en el diseno de tareas para formar conceptos

La generalizacion se asume como una fase esencial del razonamiento inductivo
y también interviene en la formacion de conceptos. Para la formacién del concepto
potencia se disefid un conjunto de tareas que promueven el razonamiento inductivo
para formular generalizaciones, denominadas de generalizacion por induccién en lo
que sigue.
Lo inductivo y la generalizacion se trabajan en las tareas en dos niveles:
I. En lo individual, cada tarea demanda generalizaciones matematicas
mediante el razonamiento inductivo para resolver situaciones de
potenciacion.

Il. En lo global, se espera que los profesores generalicen elementos
epistémicos del concepto potencia, al reconocer una particularidad de
estos en la solucion de cada situacion del conjunto de tareas.

Por ejemplo, generalizar la nocion de potencia tratada en cada situacion, para
englobarla en una categoria general: el significado de potencia como una relacion
matematica. Con este término se denomina a la forma de asociacion entre objetos,
variables o entes en una situacion de la que se puede abstraer alguna cualidad.
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Nivel
ndividual Razonamiento inductivo

De lo particular|a lo general

Tareas (T):
Situaciones
particulares que . Generalizacion extensiva
involucran (Proceso de formacion del
nociones y concepito)
procedimientos
sobre potencias

Y

Concepto
(potencia)

Figura 1. Esquema de generalizacién inductiva para la formacion de un concepto.

31 DISENO DE TAREAS DE GENERALIZACION POR INDUCCION SOBRE
POTENCIAS

El objetivo de las tareas fue promover el razonamiento inductivo y la generalizacion
para la formacién del concepto potencia.
a. Principios de las tareas
El disefio de las tareas (T) de generalizacion inductiva se rige por tres principios:

1. Identificar una regularidad o un patrén en un conjunto de objetos, valores o
situaciones mediante la examinacion de casos concretos o particulares;

2. Formular una conjetura acerca de la regularidad o patrédn observado al
aplicarlo a otros casos;

3. Generalizar la conjetura y justificarla.

Tales principios se fundamentan en el establecimiento de una correlacion entre
las fases del razonamiento inductivo (Canadas y Castro, 2007) y las actividades (A) de
generalizacion propuestas en Ellis (2007), segun el siguiente esquema:

A2: Exiend

razonamiento mas alla
del rango en el cual se
origing

= Trabajo con casos
particulares y su = Formulacién de
organizacién conjeturas

«|dentificacion de « Justificacion de
patrones conjeturas

«Expresar la conjetura
refieriendo a todos los casos
de una clase determinada

«Demostracion

A1: Identificar la similitud AW T

\ mas amplios de casos
entre los casos particulares

~"

Figura 2. Esquema de la relacion generalizacién-induccion.

b. Estructura de las tareas

Las tareas se estructuraron de tal manera que:

Educacao Matemética e suas Tecnologias 2 Capitulo 16




I. En cada una, se presenta una situacion que involucra a la potenciacion
como el proceso para resolverla y una potencia como solucion, mediante
estrategias de generalizacion por induccion.

Il. En lo global, un conjunto de tareas tiene como elemento invariante algun
aspecto conceptual y operativo del concepto potencia, con el propésito de
que los profesores tomen consciencia de y generalicen estos elementos
epistémicos.

Por ejemplo, en lo operativo, efectuar el calculo numérico, mediante
multiplicaciones reiteradas, de una coleccidon de potencias con base decimal y
exponente natural para representar un proceso de potenciacion. En lo conceptual,
reconocer la potencia como una relacion que representa la disminucion de una
cantidad de forma exponencial.

c. Contenido matematico: elementos epistémicos del concepto potencia

Analisis de aspectos epistemologicos, didacticos y cognitivos asociados al
concepto potencia, condujeron a identificar elementos epistémicos del concepto, en
sintesis:

+ Lo conceptual. Refiere a una relacion de aumento o disminucién, con un
comportamiento exponencial, de una cantidad que se multiplica por si mis-
ma. Es el valor que resulta de un proceso de potenciacion (Aparicio, Sosa y
Gobmez, 2016).

+ Lo operativo. Involucra operaciones, leyes, simbolos y signos para expre-
sar la multiplicacion sucesiva de un numero o cantidad, es decir, la poten-
ciacion.

« Lo estructural. Como una estructura algebraica del pensamiento matema-
tico y de la mateméatica como un todo, estd asociada a la multiplicacion, la
progresion geométrica y lo exponencial. Se conforma de operaciones, sim-
bolos, propiedades, teoremas, etc. para interpretar, representar y describir
relaciones matematicas en situaciones de crecimiento o decrecimiento ex-
ponencial de cantidades discretas y continuas.

4 1 EJEMPLIFICACION DE LAS TAREAS. ANALISIS A PRIORI

A continuacion se presentan dos tareas (T1y T2) de generalizacidn por induccion
para la formacién del concepto potencia, que tratan con colecciones de potencias
con base una cantidad decimal o fraccionaria, las cuales tienen comportamiento
decreciente.
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T1 T2

Situacion*. Una tira de papel de de longitud
se divide sucesivamente a la mitad en distintos

. .. . momentos, como se ilustra a continuacion:
Situacion. En un laboratorio se guarda de un p——
1

elemento que se reduce el 2% anualmente. el Momento1 | Momento2 | Momento3 | Momentox
Determine cuantos gramos del elemento NN § | —
quedara en doce anos. 1m 05mo =m

a) Calcule la longitud de un pedazo de la tira
en el momento 3.

Proponga una expresién para calcular

la longitud de un pedazo de la tira en el
momento .

*Adaptada de Aparicio, Sosa y Gomez (2016)

Explique por qué la situacion es de
potenciacidén y por qué una potencia es la
solucion de ésta. Justifique su respuesta.

Tabla 1. Ejemplos de tareas de generalizacion inductiva sobre potencias.

Por cuestiones de espacio se ejemplifica y muestra el analisis a priori de T1.

a. Acerca de la generalizacion por induccion

En estatarea se espera que se movilicen estrategias heuristicas de generalizacidon
inductiva, como la siguiente:

Paso Descripcion

Plantear la situacion en términos de potencias o exponenciales, esto es,
representar algunos casos particulares aritmética o geométricamente. Por ejemplo:

Afio (n) Cantidad de elemento
1 1 1 — (1)(0.02) = 0.98
2 (1-0.02) — (1 —0.02)(0.02) = (1 —0.02)? = (0.98)>

3 (1-0.02)% = (0.98)°

Establecer un patron exponencial de forma verbal, aritmética, algebraica,
2 geométrico-grafico o combinacion de ellos que represente al proceso de
decrecimiento. Ejemplo: [Patron algebraico]

Reconocer que la respuesta corresponde a un valor numérico (una potencia) que
debe ser resultado de un proceso de potenciacion:

b. Sobre la formacién del concepto potencia

Se prevé el reconocimiento de la potenciacion (lo procedimental) en el proceso
de resolucién de la tarea por parte de los profesores respecto a los dos aspectos
siguientes:

1. Se trata de una situacién de crecimiento exponencial, por ejemplo, en el
comportamiento de la variable llamada “cantidad de elemento”. La reduccion
del elemento sigue un comportamiento exponencial, es decir, la rapidez con
que decrece la cantidad de elemento por afio es cada vez mayor; no se
reduce de forma constante cada afio. Lo anterior puede analizarse numérica
y graficamente.

2. En la situacion interviene un factor multiplicativo reductivo de una cantidad
en forma no lineal o constante. La cantidad de gramos que quedan del
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elemento en cada afio representa una coleccidn de potencias con la misma
base, es decir, un proceso de multiplicacion reiterada de un namero () por si
mismo. A este proceso operativo aritmético se denomina potenciacion.

Asimismo, en lo conceptual se espera que se identifique que la solucion o
resultado de la situacion representa una potencia. La solucion es la cantidad de
elemento que queda a los doce anos y representa una relacion multiplicativa sucesiva
de un numero (0.98) cierta cantidad de veces (12). Esto es, la potencia: (0,98)'2.

El reconocimiento de la dimensién estructural del concepto potencia reside en la
posibilitad de llevar el razonamiento inductivo a otro nivel mas alla de la particularidad
de cada tarea, a través de reflexionar sobre la idea de que la situacion y la solucion
de cada una constituyen solamente un caso particular que puede sentar la base para
racionalizar a la potencia como un concepto general.

5| DISCUSION

Cognitivamente, todo pensamiento y, por ende, la generacion de conocimiento
se realiza por medio de la produccion de generalizaciones (Rubinstein, 1979). La
formacion de conceptos matematicos en tanto un proceso del pensamiento, se basa en
la generalizacién (Dorfler, 1991; Sriraman y Adrian, 2004), pues este proceso cognitivo
permite percibir y abstraer las propiedades o caracteristicas generales de un conjunto
de objetos, hechos o situaciones. Es por esta razdn que los principios y la estructura
de las tareas para la formacion del concepto potencia en particular (0 matematicos
en general) tienen soporte en la generalizacion. Segun Davydov (1990), hacer una
generalizacion significa “descubrir un principio, una conexion necesaria del fenbmeno
individual dentro de cierta totalidad” (p. 138). Un aspecto medular de dicho proceso es
la percepcidn de lo general en lo particular, y esta ligado al desarrollo del razonamiento
inductivo.

Llegar a la instancia del reconocimiento de un concepto en su dimension
estructural amerita acciones de generalizacién extensiva como las propuestas por
Ellis (2007). En el caso del concepto potencia, el entendimiento de esta dimension
por los profesores se vislumbra como la base para el establecimiento de un marco de
referencia que permita subsanar la ruptura epistemolégica referida en Martinez-Sierra
(2005) del paso del exponente natural al entero negativo y al racional. De este modo,
se espera favorecer una forma de otorgar significado a expresiones de potencias que
involucran exponentes no naturales tal como (, por ejemplo, como un modelo de
comportamiento exponencial decreciente.

En este trabajo, la propuesta para transitar conceptualmente de la potencia
de numeros con exponente natural a la de exponente negativo o racional, consiste
en la resolucion de tareas de generalizacion por induccion. Un elemento epistémico
estructural para la conceptualizacién de este concepto matematico, es la idea de que
la potencia de un numero representa el crecimiento o decrecimiento exponencial de
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una cantidad. En las tareas, la generalizacion del comportamiento exponencial de una
cantidad variable es considerada como un mecanismo para pasar del conocimiento
procedimental al conceptual en la formacién del concepto potencia.

6 | REFLEXIONES FINALES

Sibien se atribuye un papel al contexto y a las experiencias en la conceptualizacion
matematica, en este escrito se presenta la componente cognitiva de una propuesta
para la formacion del concepto potencia, que consiste en un conjunto de tareas que
demandan generalizar usando razonamiento inductivo.

La interpretacion y resolucion de tareas de generalizacion por induccion para
abstraer elementos epistémicos del concepto potencia, se propone no solo como una
forma para desarrollar el razonamiento inductivo de profesores, sino para sensibilizarlos
sobre una forma didactica-pedagdgica de promover el desarrollo del pensamiento
matematico en los estudiantes. En efecto, la resolucion y andlisis de las tareas en
experiencias de aprendizaje profesional docente ha conducido a la reflexion de que
cada situaciéon propuesta y su solucion son casos particulares de potenciacion que se
pueden llegar a generalizar y, por tanto, constituyen ejemplos de tareas que favorecen
la induccion y la generacion de conocimiento sobre potencia.
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