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APRESENTACAO

Aobra “Educacao Matematica e suas tecnologias” € composta por quatro volumes,
gue véem contribuir de maneira muito significante para o Ensino da Matematica, nos
mais variados niveis de Ensino. Sendo assim uma referéncia de grande relevancia
para a area da Educacao Matematica. Permeados de tecnologia, os artigos que
compde estes volumes, apontam para o enriquecimento da Matematica como um todo,
pois atinge de maneira muito eficaz, estudantes da area e professores que buscam
conhecimento e aperfeicoamento. Pois, no decorrer dos capitulos podemos observar
a matematica aplicada a diversas situagcdes, servindo com exemplo de praticas muito
bem sucedidas para docentes da area. A relevancia da disciplina de Matematica no
Ensino Basico e Superior € inquestionavel, pois oferece a todo cidadao a capacidade
de analisar, interpretar e inferir na sua comunidade, utilizando-se da Matematica como
ferramenta para a resolucéo de problemas do seu cotidiano. Sem duvidas, professores
e pesquisadores da Educacao Matematica, encontrardo aqui uma gama de trabalhos
concebidos no espaco escolar, vislumbrando possibilidades de ensino e aprendizagem
para diversos conteudos matematicos. Que estes quatro volumes possam despertar
no leitor a busca pelo conhecimento Matematico. E aos professores e pesquisadores
da Educacdo Matematica, desejo que esta obra possa fomentar a busca por acdes
praticas para o Ensino e Aprendizagem de Matematica.

Felipe Antonio Machado Fagundes Gongalves
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CAPITULO 19

CONTROLE OTIMO DO FLUXO DE AGUA EM UMA

Xie Jiayu
UTFPR — Departamento Académico de
Engenharia Eletrénica

Curitiba — PR
Joao Luis Goncalves

UTFPR — Departamento Académico de
Matematica

Curitiba — PR

RESUMO: Este trabalho trata da modelagem
do preenchimento de uma férma de gelo com
agua. Desejamos que esse preenchimento seja
eficiente. A eficiéncia pode significar minimizar
0 desperdicio de agua ou minimizar o tempo
necessario para encher a forma, entre outras
possibilidades. Os resultados mostraram-se
condizentes, uma vez que ja haviamos previsto
0s comportamentos de cada compartimento
teoricamente.

PALAVRAS-CHAVE: Controle Otimo;
Otimizacdo; Modelagem Matematica; Calculo
Numérico; Bocop.

ABSTRACT: This work deals with the modeling
of the filing of an ice mold with water. We
hope this filling is efficient. Efficiency can
mean minimizing waste of water or minimizing
the time needed to fill the mold, among other
possibilities. The results were consistent, since
we had already predicted the behavior of each
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compartment theoretically.

KEYWORDS: Optimal Control; Optimization;
Mathematical Modeling; Numerical Calculus;
Bocop.

11 INTRODUCAO

Neste trabalho elegemos um problema
modelo para aplicar os conceitos estudados na
area de calculo numérico. O problema escolhido
pode ser sintetizado na questdao “Como encher
uma férma de gelo de forma 6tima? ”. Observa-
se que essa postura, estudar temas de calculo
numérico conforme a necessidade de um
problema modelo de controle 6timo, implica na
necessidade de instruir-se em outros temas,
como por exemplo modelagem matemética
de fendbmenos, implementagcdo computacional
e otimizacdo, ainda que de forma menos
aprofundada.

Tratamos esse problema integralmente,
desde sua descricdo/modelagem até a
aproximagdo numérica da solugdo. As duas
principais ferramentas computacionais usadas
para resolver o problema foram o Mathematica
e 0 Bocop.
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2| OBJETIVOS

+ Modelar o preenchimento de uma férma com agua.
+ Estabelecer um funcional que quantifique a eficiéncia do procedimento.
« Formular o problema de controle 6timo associado ao problema modelo.

« Estudar e aplicar métodos de calculo numérico.

31 MODELO

O fendbmeno que vamos descrever é o enchimento com agua de uma férma de
gelo retangular de 6 compartimentos de dimensdes 1x1x1, como a da Figura 1. Para
modelar o fenbmeno, vamos fazer algumas suposi¢des simplificadoras. Considerando
a férma com os compartimentos enumerados como na Figura 2, supomos que a agua
sera adicionada apenas pelo compartimento 1, entrando a uma taxa constante igual a
1 e que a diagonal d da férma seja inclinada a graus em relagdo ao plano horizontal,
sendo o compartimento 1 o mais alto.

Figura 1: Exemplo de férma de gelo.

b

-2
td

/4

N
(=)

Figura 2: Esboco da férma de gelo com seus respectivos cubos enumerados e a diagonal d.

Supomos ainda que a agua nao muda de compartimento através da direcéo
diagonal do compartimento, por exemplo, na Figura 2, a agua que saide 1 vaipara2 e
4, conforme setas em azul, mas n&o vai para 5. Essa suposi¢céo nao é realistica, mas
simplifica bastante a dindmica do modelo. Como unico controle sobre o fendmeno,
vamos permitir que a férma seja rotacionada 6(t) graus em torno de d, com 6, < 6(t)
<6,. Note que o volume de agua que cada compartimento suporta depende de 6(t) e
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de a, esse volume € chamado de volume de suporte, V(6), e € igual para todos os
compartimentos.

O volume de agua no compartimento / no instante de tempo t é dado pela funcéo
V(t). Como 6 também podera variar ao longo do tempo, definimos a fungéo 6(t).

Consideramos que a agua sai do compartimento /, no instante ¢, se V (t)>V(6(t))
e que a quantidade de agua que sai € V(1)-V,(6(t)). Essa quantidade de agua é
distribuida em duas dire¢des, as dire¢des indicadas pelas setas a e b na Figura 2.
Assumimos que a distribuicdo depende do angulo 8(t), sendo que as direcbes a e b
recebem, respectivamente,

a(6()) [Vi(t) = Vs(6(£))] e b(6(£) [Vi(t) — Vs(6(2))].

A Figura 3 mostra que as fungdes a e b sdo complementares entre si, totalizando
100%, 0 que é condizente, visto que todo excesso de agua deve sair e se distribuir
para os compartimentos vizinhos.

1.0
0.8
B
—a(e)
b
4 6)
0.2
-10 10 20 30 40

Figura 3: Funcdes a e b.

Assim, o seguinte conjunto de equacdes descreve a dinamica do fluxo de agua
entre os compartimentos:

dvi(t)
dt

= (E;(t) — Si(t)), para i=1,....6.

onde

Ps(t parai=1,....6 e k=0,...,.N

se D;(t
caso contrario
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E as equagées de entrada, E, e saida, S para cada compartimento so:

Ei(t) =1,

S1(t) = Ci(t) * (Er(t) + Di(3));

En(t) = b(0(t)) = S1(t);

Sa(t) = Calt) * (Ea(t) + Da(?));

Es(t) = b(B(t)) = S2(t);

Sa(t) = Ca(t) = (Es(t) + Ds(t));

Ey(t) = a(f(t)) = S1(t);

Sy(t) = Cy(t) = (Eg(t) + Dy(2));

Es(t) = b(6(t)) = Sy(t) + a(@(t)) * Sa(t):
Ss(t) = Cs(t) = (Es(t) + Ds(1));

Eg(t) = b(0(t)) = S5(t) + a(6(t))  Ss(t);
Se(t) = Ce(t) * (Eg(t) + De(?));

A quantidade de agua dentro da férma de gelo é

6
It =3 Vi)
=1

O problema de controle &, entéo,

max J(ty)
ou, de forma equivalente,
min —J(ty)
sujeito a
dlj'it) = Ei(t) — Si(t), para i=1,...6.

o <O(t) < 0,

4| RESULTADOS E CONCLUSAO
Os parametros definidos para um dos testes consistem em:
Vi(0O)=0comi=1,...,6
-5<0<5
tempo final: 120
time steps: 120
tolerancia: 10*

Método usado: Gauss 42 ordem
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O comportamento de cada compartimento no decorrer do tempo estéa apresentado

na Figura 4.
Vi V2 V3
1 1 1
0,8 0,8 08
0, 0.6 0.6
0.4 04 0,4
0.2 0,z 0.2
] a {
Frrrprrr [ rrrprrrrrrog T I [ I rrrrrJrrr] L L L L L B L L L L i |
0 210 40 a0 80 100 1z0 o 20 40 B0 ED 1DD 120 a 20 40 &0 80 100 LZ0
va V5 (3
1 L 1
0.8 0.8 0.8
0,6 0,6 0.6
0.4 04 0.4
0,2 0,2 0,2
0 o a
Frrrprrr [ rrrprrrrrrog T I [ I rrrrrJrrr] L L L L L B L L L L i |
0 210 40 &0 a0 100 120 o 20 40 &0 BD 1DD 120 a a0 40 &0 B0 100 120
control.Angle
[
4
2
a
-2
-4
-

'-'| |'| T |'|'| T
20 1I]I] 120

Figura 4: Resultado usando Gauss 4° ordem.

Resultado obtido (Gauss 4% ordem): -5,971721

Esse resultado corresponde a férma de gelo estar com o volume de 5,971721.

Repetindo-se o experimento, com os mesmos parametros, mas usando-se o
método de Euler implicito de 12 ordem, temos um resultado menos proximo do valor
teorico:

Resultado obtido (Euler 12 ordem): -5,967968

Esse resultado corresponde a férma de gelo estar com o volume de 5,967968.

Todos os resultados obtidos, apesar de terem convergido, dentro das iteragdes
maximas do Bocop e dentro da tolerancia estipulada, ndo atingem -6. Isso ocorreu
devido a uma aproximacgao do volume de suporte e da inclinagdo a+0 feita inicialmente,
impedindo que a capacidade maxima em cada compartimento permaneca igual a 1.
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