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APRESENTAÇÃO

O acentuado crescimento da população mundial, bem como a ânsia de melhor 
nível de vida, têm criado elevadas pressões sobre os recursos naturais, matérias-
primas, o solo, a água, o ar e os ecossistemas em geral. A intensificação das atividades 
humanas nas últimas décadas tem gerado um acelerado aumento na produção de 
resíduos sólidos urbanos, tornando-se um grave problema para as administrações 
públicas. 

A indústria química tem contribuído para a geração de efluentes líquidos e gasosos 
contendo substâncias tóxicas, bem como de resíduos sólidos perigosos que, lançados 
diretamente ou indiretamente sem qualquer tratamento no meio ambiente, podem 
provocar grandes desequilíbrios ecológicos. O uso intensivo de produtos químicos, se 
por um lado trouxe elevados benefícios aos padrões de vida, por outro lado, os níveis 
de poluição que estão associados à sua produção são por vezes muito elevados.

As novas tecnologias na Engenharia Química auxiliam nos processos de 
recuperação e reutilização de resíduos, assim como conversão em novas fontes de 
energia. Além das diversas formas de obtenção de energia renovável já existente, 
cada vez mais vem surgindo uma maior procura por outras formas de energia não 
poluentes. Essas razões são as mais motivacionais: a ideia de uma possível escassez 
de recursos fósseis, a tentativa de reduzir as emissões de gases nocivos para 
a atmosfera e que causam o efeito estufa, e, além disso, almeja se alcançar certa 
independência em relação petróleo.

As questões energéticas são extremamente importantes para a sustentabilidade 
das sociedades modernas, uma vez que a sobrevivência humana depende do 
fornecimento contínuo de energia. Esse cenário faz com que seja preciso realizar 
buscas por alternativas energéticas que sustentem a necessidade humana e que não 
prejudiquem o ambiente. 

Para empresas, além da questão ambiental, um excessivo gasto de energia 
(advinda de recursos não renováveis) é sinônimo de prejuízo. Eis então uma grande 
oportunidade para engenheiros químicos intervirem na melhoria da eficiência 
energética dos processos, ajudar a desenvolver tecnologias limpas e promover a 
utilização de energias alternativas nas indústrias. Com isso, ocorrerá uma redução 
de custos e será uma contribuição válida ao meio ambiente o que hoje em dia vem 
gerando maior competitividade para as empresas. O uso de resíduos agrícolas como 
fonte de bioenergia tem despertado crescente interesse no setor de agroenergia.

Neste terceiro volume, apresentamos trabalhos com impactos tecnológicos 
relacionados à indústria, focando na reutilização de produtos e conversão em energia 
renovável, bem como avanço nos processos para redução da poluição atmosférica 
e em efluentes. Com isso, convidamos você a aperfeiçoar seus conhecimentos da 
Engenharia Química voltada para a área ambiental trazendo benefícios para toda a 
sociedade.

Boa leitura.
Carmen Lúcia Voigt
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RESOLUÇÃO DE PROBLEMA DE VALOR NO 
CONTORNO ASSOCIADO À MODELAGEM DE 

BIORREATORES TUBULARES DE FLUXO DISPERSO 
E CINÉTICA DE MICHAELIS-MENTEN LINEARIZADA

CAPÍTULO 14

Samuel Conceição Oliveira 
UNESP – Universidade Estadual Paulista, FCF – 

Faculdade de Ciências Farmacêuticas, PPG-EBB 
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Felipe Coelho Morilla
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Rio Claro – SP.

RESUMO: Neste capítulo, são apresentados 
resultados da aplicação de um método numérico 
para resolução de problemas de valor no 
contorno associados ao projeto de biorreatores 
de fluxo disperso empregados no tratamento 
biológico de efluentes. Quando o comportamento 
hidrodinâmico desses biorreatores é descrito 
por um modelo de dispersão axial e a cinética 
de reação por modelos não lineares, a equação 
diferencial que representa o balanço de massa 
do poluente no biorreator somente pode ser 
resolvida por meio de métodos numéricos 
complexos, incluindo o shooting method. Esse 
método foi usado neste estudo para resolver o 
problema referente à versão linearizada de 1a 
ordem da cinética de Michaelis-Menten, para 
a qual existe solução analítica do problema, o 
que permitiu comparar os resultados fornecidos 

por ambas as soluções. Os resultados obtidos 
revelaram uma estreita concordância entre as 
soluções numérica e analítica, recomendando 
o uso do método apresentado para a resolução 
de problemas similares envolvendo outras 
cinéticas de reação.  
PALAVRAS-CHAVE: problema de valor no 
contorno, tratamento biológico de efluentes, 
biorreatores de fluxo disperso, cinética de 
Michaelis-Menten  

ABSTRACT: In this chapter, results of the 
application of a numerical method for solving 
boundary value problems associated with 
the design of dispersed flow bioreactors used 
in the biological treatment of effluents are 
reported. When the hydrodynamic behavior 
of these bioreactors is described by an axial 
dispersion model and the reaction kinetics 
by nonlinear models, the differential equation 
representing the mass balance of the pollutant 
in the bioreactor can only be solved by complex 
numerical methods, including shooting method. 
This method was used in this study to solve 
the problem of the linearized first-order version 
of Michaelis-Menten kinetics, for which there 
is an analytical solution of the problem, which 
allowed to compare the results provided by both 
solutions. The results showed a close agreement 
between the numerical and analytical solutions, 
recommending the use of the presented method 
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to solve similar problems involving other reaction kinetics.
KEYWORDS: boundary value problem, wastewater biological treatment, dispersed 
flow bioreactors, Michaelis-Menten kinetics

1 | 	INTRODUÇÃO

Para o dimensionamento do volume do reator requerido para se atingir determinada 
eficiência durante o tratamento biológico de efluentes é necessário o conhecimento do 
comportamento hidrodinâmico do reator bem como da cinética de decomposição do 
poluente (OLIVEIRA; MORILLA, 2016). 

Um modelo utilizado para descrever o comportamento hidrodinâmico de 
biorreatores nos quais ocorre alguma mistura do meio reacional durante sua passagem 
pelo reator é o modelo de N reatores de mistura completa em série, o qual representa 
condições hidrodinâmicas intermediárias entre o reator de mistura completa e o de 
fluxo pistonado (VON SPERLING, 1996; METCALF; EDDY, 2003). 

Outro modelo é o de fluxo disperso, o qual incorpora um parâmetro de dispersão 
que caracteriza o grau de mistura dos elementos de fluido no interior do reator, sendo 
um dos modelos apropriados para projetos mais precisos de biorreatores de tratamento 
de efluentes (VON SPERLING, 1996; METCALF; EDDY, 2003; LEVENSPIEL, 1999).

Uma equação que tem sido usada para descrever a taxa de reação é aquela 
de Michaelis-Menten, a qual é oriunda da cinética enzimática. A decomposição do 
poluente durante o tratamento biológico envolve uma série de reações no interior 
das células que são catalisadas por enzimas (VON SPERLING, 1996) e admite-se 
que uma dessas reações seja a etapa limitante da velocidade do processo global de 
degradação. Dependendo dos valores relativos da concentração do substrato poluente 
(C) e do parâmetro KS na equação de Michaelis-Menten, essa pode ser linearizada a 
uma cinética de ordem zero ou a uma cinética de 1a ordem.

Quando o modelo hidrodinâmico do reator é de fluxo disperso e a cinética de 
reação é não linear, tal como a cinética de Michaelis-Menten, a equação diferencial 
que descreve o balanço de massa do poluente somente pode ser resolvida por meio 
de métodos numéricos complexos uma vez que o problema é de valor no contorno. 

Dentre os métodos numéricos empregados para a resolução de problemas de 
valor no contorno destaca-se o shooting method (método do disparo), o qual consiste 
em reduzir a solução do problema de valor no contorno original à solução de um 
problema de valor inicial pelo “disparo” de trajetórias em diferentes direções até que 
seja encontrada uma trajetória que leve ao valor final especificado. Isto é, o problema 
de valor no contorno é inicialmente convertido em um problema de valor inicial pela 
especificação de todas as condições de contorno no ponto inicial. Em seguida, o 
problema resultante é então resolvido por tentativa e erro, assumindo-se inúmeras 
estimativas iniciais para a condição de contorno inicial desconhecida até que a 
condição de contorno final seja satisfeita. Assim, a resolução do problema consiste em 
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encontrar um método eficiente para determinar o valor da condição de contorno inicial 
que satisfaça o problema (RAMIREZ, 1989).

Em um estudo anterior, Oliveira e Morilla (2016) utilizaram o shooting method para 
resolver o problema referente à cinética do tipo lei de potência de 2a ordem (cinética 
não linear) e compararam os resultados obtidos com a solução gráfica disponível na 
literatura. 

O objetivo deste capítulo é apresentar os resultados da resolução do problema de 
valor no contorno para a cinética de Michaelis-Menten em sua forma linearizada de 1a 
ordem. Essa particular forma de equação é de interesse porque a cinética de 1a ordem 
tem sido usada como uma primeira aproximação para descrever o decaimento não 
linear da concentração de poluentes em diversos biossistemas. Além disso, para essa 
cinética, existe solução analítica para o problema, o que permite uma comparação 
rigorosa entre as soluções numérica e analítica.

2 | 	MODELOS MATEMÁTICOS E MÉTODOS NUMÉRICOS

2.1	Cinética de Michaelis-Menten

A equação de Michaelis-Menten é o modelo precursor da cinética enzimática a 
partir do qual outros modelos cinéticos, incorporando efeitos de inibição por substrato, 
produto e outros inibidores, foram concebidos, sendo representada por:

			   	 (1)

Na Equação (1), r, rmax, KS e C possuem os seguintes significados segundo Von 
Sperling (1996): r = taxa de reação ; rmax = taxa máxima de reação que no caso de 
tratamento biológico é uma função da concentração de biomassa no reator ; KS = 
constante de saturação ; C = concentração do substrato poluente.

A Equação (1) pode ser linearizada a formas mais simplificadas de acordo com 
os valores relativos de C e KS, como segue:

● C >> KS : r =rmax .................(cinética de ordem 0)                                          (2) 

● C << KS : 

..

.......(cinética de ordem 1)                                         (3)

2.2	Modelo Matemático do Biorreator

O modelo matemático do biorreator corresponde ao balanço de massa do 
poluente considerando escoamento em fluxo disperso e cinética de reação dada pela 
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forma linearizada de 1a ordem da equação de Michaelis-Menten, sendo representado 
pela seguinte equação adimensional: 

			   		  (4)

onde: d=D/(uL); f=C/C0; z=x/L; R=kth; k=rmax/KS; th=L/u=V/Q.

Na Equação (4) tem-se que: d=número de dispersão, D=coeficiente de dispersão 
axial, u=velocidade média de escoamento do fluido, L=comprimento do biorreator, 
f=fração de poluente não degradada, C=concentração de poluente numa dada 
posição z do biorreator, C0=concentração de poluente na alimentação, z=posição axial 
adimensional, x=posição axial, R=parâmetro reacional, k=constante cinética de 1a 
ordem, th=tempo de detenção hidráulica, V=volume do biorreator, Q=vazão volumétrica 
de alimentação.

Para a resolução da Equação (4), foram adotadas as condições de contorno (CC) 
usadas por Wehner e Wilhelm (1956) ao obterem a solução analítica para o problema:

		  ● 
	

	 (5) 

		  ● 		   (6)

A CC1 representa a dispersão axial na entrada do biorreator enquanto que a CC2 
estabelece a saída do biorreator como sendo o final do tratamento, não ocorrendo 
variações na concentração de poluente nem dispersão e reação a partir deste contorno.

2.3	Métodos Numéricos

Devido às condições de contorno serem dadas para dois valores distintos de z, o 
problema fica caracterizado como sendo um problema de valor no contorno, podendo 
ser resolvido por diferentes métodos, dentre os quais o shooting method (RAMIREZ, 
1989; OLIVEIRA; MORILLA, 2016). A aplicação do shooting method à resolução do 
problema consistiu das etapas descritas a seguir.

Inicialmente, realizou-se a mudança de variável y=df/dz na Equação (4),  
transformando a EDO de 2a ordem original em um sistema equivalente de duas EDOs 
de 1a ordem, dado por: 
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(7) 

(8)  

O sistema de EDOs foi então integrado numericamente desde z=0 (entrada 
do reator) até z=1 (saída do reator) utilizando-se o método de Runge-Kutta-Gill de 
4a ordem com passo de integração variável (RAMIREZ, 1989; BEQUETTE, 1998; 
CONSTANTINIDES; MOSTOUFI, 1999).

Como o valor de y(0) era desconhecido, atribuiu-se um valor inicial a f(0+) na 
condição de contorno de entrada (CC1), calculando-se o valor de y(0) por essa 
condição. Conhecidos os valores de f e y em z=0, o sistema de EDOs era integrado e 
verificado se a condição de contorno na saída do reator (CC2) era satisfeita ou não. 
Em não sendo, o valor atribuído a f(0+) era iterado e a integração refeita, repetindo-
se todo o procedimento até que a condição de contorno na saída do reator fosse 
cumprida.

Para a iteração do valor de f(0+) utilizou-se o método de Newton-Raphson 
(Constantinides e Mostoufi, 1999), determinando-se a raiz da seguinte equação 
algébrica não linear: 

g(f(0+))=[y(1)]calculado - [y(1)]especificado = 0                                                         (9)

A derivada de g(f(0+)) com relação à f(0+), necessária no método de Newton-
Raphson, foi calculada numericamente usando a fórmula de diferença finita à frente.

A solução analítica para esse problema avaliada na saída do reator (z=1) é dada 
por (WEHNER; WILHELM, 1956; VON SPERLING, 1996): 

(10)

3 | 	RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Na Tabela 1 estão apresentados os valores de f obtidos via solução analítica e via 
solução numérica para valores de d e kth típicos para reações de 1a ordem. Analisando-
se os dados da Tabela 1, pode-se afirmar que o shooting method, em conjunto com 
o método de Newton-Raphson, mostrou-se eficaz para a resolução do problema de 
valor no contorno referente ao caso da cinética de Michaelis-Menten em sua versão 
linearizada de 1a ordem, fornecendo valores de f na saída do reator praticamente 
iguais aos calculados pela solução analítica para todos os valores de d e kth utilizados. 
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Uma prática comum na área de tratamento de efluentes é apresentar a solução 
da Equação (4) na forma de curvas de eficiência (E) versus kth, parametrizadas pelo 
número de dispersão d. A eficiência é definida como a porcentagem de degradação do 
poluente devido ao tratamento biológico do efluente, sendo dada por E=(1-f)x100%. 
Na Figura 1 estão apresentadas curvas de eficiência de remoção de poluente em 
função de kth para diferentes números de dispersão. Comportamento característico 
para tais curvas pode ser observado, similar àquele reportado na literatura para a 
cinética de 1a ordem (VON SPERLING, 1996).

 
d=0,5 d=1,0 d=2,0

kt
h

Solução 
Numérica

Solução 
Analítica

Solução 
Numérica

Solução 
Analítica

Solução 
Numérica

Solução 
Analítica

1,0 0,447398501 0,447398523 0,467655861 0,467655882 0,481772469 0,481772488
2,0 0,248551606 0,248551626 0,279387027 0,279387046 0,302114112 0,302114130
3,0 0,153723378 0,153723395 0,186411909 0,186411926 0,212115912 0,212115928
4,0 0,101564387 0,101564401 0,132637269 0,132637283 0,158710683 0,158710697
5,0 0,0702319831 0,0702319939   0,0984888855 0,0984888974 0,123738163 0,123738174
6,0 0,0502336170 0,0502336257 0,0754120907 0,0754121008 0,0993062537 0,0993062641
7,0 0,0368858811 0,0368858882 0,0591055522 0,0591055609 0,0814383638 0,0814383730
8,0 0,0276638442 0,0276638499 0,0471877124 0,0471877199 0,0679167804 0,0679167886
9,0 0,0211135959 0,0211136006 0,0382435508 0,0382435573 0,0570409440 0,0570409447

10,0 0,0163540813 0,0163540852 0,0313856837 0,0313856894 0,0490695681 0,0490695748

Tabela 1 – Fração de poluente (f) na saída do biorreator calculada pelas soluções numérica e 
analítica para diferentes valores de kth  e d
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Figura 1 – Curvas de eficiência de tratamento obtidas via solução numérica para a versão 
linearizada de 1ª ordem da cinética de Michaelis-Menten

4 | 	CONCLUSÃO

A partir dos resultados apresentados pode se concluir que os métodos numéricos 
utilizados mostraram-se apropriados e eficazes para a resolução do problema de valor 
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no contorno associado à modelagem matemática de biorreatores de tratamento de 
efluentes cujo comportamento hidrodinâmico é do tipo fluxo disperso e cuja cinética 
de degradação do poluente segue a forma linearizada de 1a ordem da cinética de 
Michaelis-Menten. A metodologia pode ser igualmente aplicada a outras cinéticas 
de decomposição do poluente, incluindo a própria cinética de Michaelis-Menten em 
toda sua completude, configurando-se como uma ferramenta útil para projetos mais 
precisos dos biorreatores nos quais se conduz a despoluição das águas residuárias 
visando adequá-las às normas de controle ambiental.
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