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Caro leitor(a)

Nesta obra temos um compendio de pesquisas realizadas por alunos e professores 
atuantes em engenharia e tecnologia.  São apresentados trabalhos teóricos e vários 
resultados práticos de diferentes formas de aplicação e abordagens de simulação, 
projetos e caracterização no âmbito da engenharia e aplicação de tecnologia.

Tecnologia é o pilar mais importante da engenharia. Os profissionais que se 
dedicam a pesquisa e desenvolvimento de novos produtos e processos não estão 
preocupados com todos os aspectos da tecnologia, mas com a tecnologia existente, 
bem como com a tecnologia futura considerada viável. Uma visão ampla de tecnologia 
é portando fundamental para engenheiros. É esta amplitude de áreas e temas que 
procuramos reunir neste livro.

De abordagem objetiva, a obra se mostra de grande relevância para graduandos, 
alunos de pós-graduação, docentes e profissionais, apresentando temáticas e 
metodologias diversificadas, em situações reais
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RESUMO: Compreender, estruturar e 
implementar modelos matemáticos que 
descrevam um manipulador robótico é de suma 
importância para a modernização da indústria, 
uma vez que a automatização dos processos 
industriais tem uma forte dependência direta com 
o nível de desenvolvimento de estudos acerca 
dos manipuladores robóticos. Com base nesse 
contexto, o presente artigo trata da modelagem 
cinemática (direta, inversa e diferencial) do 
braço robótico Denso VP6242G, além de 
simulações computacionais em 3 dimensões do 
mesmo braço robótico, a fim de facilitar futuras 
pesquisas que serão desenvolvidas para 
esse modelo de robô. As modelagens foram 
todas feitas com auxílio da Robotic Toolbox for 
MATLAB (Copyright  Peter Corke 2017), e os 

testes e simulações 3D foram realizadas a partir 
do software QUARC, da Quanser, e também 
do MATLAB. Com a modelagem cinemática 
finalizada, esta foi utilizada para viabilizar um 
ambiente de simulação do manipulador robótico, 
principalmente para testes de planejamento de 
trajetória que tenham como objetivo verificar 
possíveis singularidades ou riscos de colisão.
PALAVRAS-CHAVE: modelagem cinemática; 
robótica; manipulador industrial.

ABSTRACT: Understanding, structuring 
and implementing mathematical models that 
describe a robotic manipulator is of paramount 
importance for the modernization of the industry, 
since the automation of industrial processes 
has a strong direct dependence on the level of 
development of studies on robotic manipulators. 
Based on this context, this article deals with 
the kinematic modeling (direct, inverse and 
differential) of the robotic arm Denso VP6242G, 
as well as computational simulations in 3 
dimensions of the same robotic arm, in order to 
facilitate future researches that will be developed 
for this model of robot. The models were all 
made with the help of the Robotic Toolbox for 
MATLAB (Copyright  Peter Corke 2017), and 
3D tests and simulations were carried out from 
QUARK software, from Quanser, as well as 
from MATLAB. With the kinematic modeling 
completed, it was used to make possible a 
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simulation environment of the robotic manipulator, mainly for trajectory planning tests 
that aim to verify possible singularities or collision risks.
KEYWORDS: kinematic modeling; robotics; industrial manipulator.

1 |   INTRODUÇÃO

A cinemática é o ramo da mecânica clássica que trata de descrever o movimento 
de um ou mais corpos sem considerar suas respectivas massas e as forças que atuam 
no sistema, ou seja, apenas levando em conta posição, velocidade e aceleração 
(CORKE, 2011).

2 |  CINEMÁTICA DIRETA

Um manipulador robótico pode ser entendido como uma série de elos conectados 
por juntas (Figura 1.a), e estas, por sua vez, podem ser prismáticas (Figura 1.b) ou de 
revolução (Figura 1.c). Cada junta de um braço robótico representa 1 grau de liberdade.

Figura 1: (a) Conexão de elos numa junta. (b) Junta prismática. (c) Junta de revolução.
Fonte: SANTOS, 2004. 

Geralmente, uma das pontas, isto é, a base do manipulador ou braço robótico fi ca 
fi xa em uma superfície, enquanto que a outra ponta (ponteira ou end effector), na qual 
é acoplada a ferramenta, possui movimentação livre e é responsável pela interação 
com o ambiente. É possível, a partir do posicionamento de cada junta, computar a 
posição e orientação da ponteira, e a este processo é atribuído o nome de cinemática 
direta, um campo da cinemática robótica. Matematicamente, pode ser expressa como 

     (1)

isto é, a posição do end effector é uma função da variável da junta q, a qual 
pode ser um ângulo, se for junta de revolução, ou um comprimento, caso seja junta 
prismática.

Na prática, cada junta do manipulador deve ser enxergada como um sistema 
de coordenadas de referência (ou referencial), que possui uma determinada posição 
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e orientação. Na cinemática direta, o desejo é de saber a posição e orientação 
do referencial que representa a ponteira do manipulador e, para tanto, é preciso 
relacioná-lo com outro referencial, que deve ser sempre o da base do manipulador. 
Matematicamente, o que estabelece essa relação são as chamadas matrizes de 
transformação, que serão vistas na seção seguinte. A Figura 2 ilustra esse contexto.

Figura 2: Relação entre dois referenciais cartesianos no espaço.
Fonte: SANTOS, 2004. 

Na imagem, é possível observar um referencial R e outro N, que possuem 
eixos cartesianos x, y, z e x’, y’ e z’, respectivamente. Além disso,  é a matriz de 
transformação que relaciona ambos os sistemas de coordenadas.

A tarefa de descrever um manipulador robótico com vários graus de liberdade por 
meio das matrizes de transformação que relacionam todas as juntas não é simples. 
Porém, para viabilizar esse trabalho, Jacques Denavit e Richard Hartenberg elaboraram 
um caminho sistemático para encontrar 4 parâmetros (usualmente nomeados de 
parâmetros de Denavit-Hartenberg, ou simplesmente parâmetros D-H) que facilitam 
a descrição e a construção das matrizes de transformação de um manipulador. Esse 
método é chamado hoje de notação (ou convenção) Denavit-Hartenberg, e será melhor 
visto na seção a seguir.

2.1 Ma trizes de Transformação Homogênea

Antes de realizar uma abordagem mais profunda acerca das matrizes de 
transformação homogênea, é interessante citar um outro conceito relacionado: 
transformações geométricas. A movimentação de um ponto num espaço cartesiano é 
realizado por meio de transformações geométricas, mais especifi camente, translações, 
i.e., passar de uma posição q1 para uma posição q2 visto do mesmo referencial.
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Figura 3: Translação de um ponto, no referencial R, da posição q1 para q2.

Fonte: SANTOS, 2004. 

  Analisando a Figura 3, é possível tirar que p = q2 - q1 (SANTOS, 2004), ou seja, 

O vetor p pode ser nomeado como vetor de translação, pois representa o 
movimento feito de q1 até q2.

Uma outra transformação geométrica elementar, além da translação, é a rotação 
em torno de um eixo. A fi m de exemplifi car ambas as transformações geométricas 
básicas, pode-se considerar uma rotação em torno do eixo z, de um ângulo , como 
sendo dada por , e uma translação de um valor  ao longo do eixo y dada 
por . Tal situação pode ser visualizada na Figura 4.

Figura 4: Exemplo de transformações geométricas elementares de rotação e translação Figura 4: Exemplo de transformações geométricas elementares de rotação e translação 
 respectivamente).

Fonte: SANTOS (adaptado), 2004. 

Podemos generalizar, de forma matricial, uma transformação geométrica em 
duas dimensões, da seguinte forma: 

   (2)

onde o vetor  é o vetor de translação e  a matriz 
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de rotação. Para um caso mais específi co em que  a matriz 
  representa uma rotação de 90º (ângulo  da Figura 4 vale 90º) do referencial n 

no plano. Em termos matemáticos, teremos:

Ou seja, inserindo valores de coordenadas do referencial   é possível 
obter quais são estas coordenadas a partir do referencial 

Partindo disso, podemos escrever uma matriz de rotação mais geral, cuja 
demonstração será omitida neste material, mas encontra-se detalhada em (SANTOS, 
2004), que é dada por:

Isso mostra que a matriz de rotação transforma uma coordenada do referencial 
n  para o referencial r. Todavia, uma representação de transformações geométricas 
mais compacta e elegante é requerida, a fi m de agilizar a execução de algoritmos, 
uma vez que trabalhar com apenas uma matriz ao invés de uma matriz e um vetor 
independente é mais vantajoso do ponto de vista computacional. Pensando nisso, 
uma solução é introduzir termos homogêneos (que não alteram o sistema) e escrever 
uma matriz que contempla a matriz de rotação e o vetor de translação. Dessa maneira, 
a Eq. (2) é modifi cada para: 

    (3)

 As coordenadas resultantes (termo unitário) são denominadas coordenadas 
homogêneas, e são originadas de um caso particular da defi nição de coordenadas 

homogêneas, isto é, se então sua variante homogênea será 

homogêneas, e são originadas de um caso particular da defi nição de coordenadas 

Nas abordagens deste material, utiliza-se o caso particular de K = 1. Com isso, chega-
se fi nalmente à matriz de transformação homogênea para duas dimensões, que é 
detalhada (em termos de suas componentes) na Figura 5.
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Figura 5: Componentes da matriz de transformação homogênea em duas dimensões.
Fonte: SANTOS (adaptado), 2004. 

Entretanto, comumente um trabalho de modelagem de um manipulador exige 
que as matrizes de transformação homogênea sejam para três dimensões. Tal 
generalização é feita considerando o fato de que no espaço há um grau de liberdade 
a mais que o plano, e disso já conseguimos tirar que um ponto em coordenadas 
homogêneas possuirá uma coordenada a mais:

Por conseguinte, a matriz de transformação homogênea (a qual transforma o 
referencial n para o referencial r) para 3 dimensões assume o tamanho adequado: 

   (4)

 A Tabela 1 mostra, didaticamente, a interpretação de cada termo da matriz 

Table  1: Interpretação dos termos da matriz  .

Desse modo, uma imagem explicativa similar à Figura 5 surge para 3 graus de 
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liberdade.

Figura 6: Componentes da matriz de transformação homogênea em 3 dimensões.

Fonte: SANTOS (adaptado), 2004. 

  Vale citar que nos estudos realizados, é apenas pertinente que os valores da 
última linha da matriz sejam [0 0 0 1], mas em outras abordagens, como tratamento 
geométrico de imagens digitais, os termos da última linha se tornam relevantes.

2.2 P arâmetros D-H e Algoritmo de Denavit-Hartenberg

A convenção criada por Denavit e Hartenberg a fi m de padronizar as coordenadas 
de sistemas de referências para ligações espaciais englobam 4 parâmetros essenciais 
na descrição de um braço robótico.

Para uma melhor compreensão de tais parâmetros, suponhemos um manipulador 
com N juntas, numeradas de 1 a N, e com N + 1 elos, numerados de 0 a N. O elo 0 
é a base do manipulador, enquanto que o elo N contém a ferramenta. Uma junta 
genérica j liga os elos j - 1 e j, assim como também é responsável pelo movimento do 
elo j. Dos 4 parâmetros supracitados, 2 deles são para descrever um elo e os outros 2 
para descrever uma junta, seja ela prismática ou de revolução. Um elo é descrito pelo 
seu comprimento , o qual é o tamanho da normal comum e pelo ângulo , que é o 
ângulo de  em torno da normal comum. Uma junta pode ser descrita pelo 
offset do elo, que é a distância do referencial anterior { j - 1 } até a normal comum ao 
longo do eixo da junta. Por fi m, o ângulo de junta  é a rotação do elo anterior em 
relação ao elo novo, isto é, de  em torno do eixo da junta (CORKE, 2011). 
Para ilustrar a situação, a Figura 7 estabelece o sistema descrito acima.
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Figura 7: Representação dos parâmetros D-H.
Fonte: CORKE (adaptado), 2011. 

Para sintetizar a descrição dos parâmetros e propiciar um melhor entendimento, 
a Tabela 2 foi construída e está disposta a seguir:

Table  2: Interpretação física, símbolo e defi nição formal dos parâmetros D-H.

  Vale ressaltar que um quinto parâmetro  foi adicionado à tabela, mas 
sua função é apenas identifi car o tipo da junta. Com ele, podemos simplifi car 
matematicamente a variável q do seguinte modo:

Para encontrar tais parâmetros dado um manipulador robótico, é necessário 
o uso do Algoritmo de Denavit-Hartenberg, que sequencializa de forma robusta os 
passos a serem seguidos a fi m de descobrir todos os parâmetros de cada junta do 
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manipulador. De forma didática, a Figura 8 explicita todas as etapas do procedimento.
Todo o conteúdo abordado neste seção e na anterior permite descrevermos 

uma matriz que representa a transformação geométrica entre o referencial da junta 
{ j - 1 } e { j } em função dos parâmetros D-H, fazendo uso de translações e rotações 
elementares: 

    (5)

 que pode ser expandida para (MANSEUR, 2007): 

   (6)

Figura 8: Algoritmo de Denavit-Hartenberg para um manipulador com  juntas.
Fonte: HERNANDES, 2014. 

3 |  C INEMÁTICA INVERSA

 Há um real interesse prático em entender a lógica inversa da cinemática 
direta. Suponha, por exemplo, que sabemos as coordenadas, no espaço cartesiano, 
de um determinado objeto que queiramos pegar. A pergunta a ser feita, e que é o 
cerne da cinemática inversa, é: qual conjunto de coordenadas das juntas devemos 
inserir no manipulador para que seja possível chegarmos a um ponto específi co no 
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espaço cartesiano? A resposta dessa pergunta não é trivial, e solucioná-la permite 
abrir caminhos para descrição de trajetórias por parte de um manipulador robótico. 
Matematicamente, a cinemática inversa pode ser descrita de acordo com a seguinte 
expressão (CORKE, 2011): 

   (7)

Geralmente, esta função não retorna apenas uma única respota e, além disso, 
para alguns tipos de manipuladores não há uma solução em forma fechada (analítica), 
e então são necessários métodos numéricos para encontrar uma solução (CORKE, 
2011). A Figura 9 mostra algumas confi gurações possíveis, ou também chamadas de 
redundância.

Os termos comumente usados são: left-handed e right-handed, elbow up e elbow 
down, wrist fl ipped e wrist not fl ipped.

Figura 9: Redundância na solução da cinemática inversa.
Fonte: SANTOS, 2004. 

Uma forma de obter uma visão holística do tema é observar a Figura 10. Dentro 
do quadro de possibilidades de resoluções e métodos da cinemática inversa, será 
dado um maior foco nas soluções de forma fechada. Por “forma fechada” entende-se 
uma metodologia de solução baseada em expressões analíticas ou na solução de 
um polinômio de quarto grau ou menos, onde cálculos não iterativos são sufi cientes 
para resolvê-lo. Na classe de soluções de forma fechada, ainda existem dois métodos 
para se trabalhar: algébrico e geométrico. Esta distinção é um tanto nebulosa, pois a 
maioria dos métodos geométricos se utilizam de expressões algébricas, então muitas 
vezes acabam sendo formas semelhantes, diferindo apenas na abordagem (CRAIG, 
2005).

Figura 10: Relação das cinemáticas direta e inversa com os espaços das juntas e cartesiano.
Fonte: DO AUTOR, 2018. 
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Uma vez que este material trata de um manipulador de seis graus de liberdade, 
é válido e necessário colocar aqui um resultado importante em cinemática: todos os 
sistemas com juntas revolucionárias e prismáticas com um total de seis graus de 
liberdade em uma cadeia de uma única série são solucionáveis. No entanto, esta 
solução geral é numérica. Existem casos especiais em que há soluções analíticas 
para robôs 6-DOF, e tais manipuladores são caracterizados por possuírem várias 
intersecções dos eixos das juntas ou por ter muitos iguais a 0 ou  90 graus. Há uma 
condição sufi ciente para que um manipulador com seis juntas de revolução tenha uma 
solução em forma fechada, que é a de que três eixos de juntas vizinhas se cruzem 
em um ponto, e o método utilizado para resolver analiticamente é a solução de Pieper 
(CRAIG, 2005).

4 |  CIN EMÁTICA DIFERENCIAL

Como visto anteriormente, as equações cinemáticas diretas e inversas 
estabelecem a relação entre as variáveis de juntas e a posição e orientação da 
ponteira. Neste contexto, a cinemática diferencial é apresentada, a qual dá a relação 
entre as velocidades das juntas e os correspondentes efeitos lineares e angulares. 
Esse mapeamento é descrito por uma matriz, denominada Jacobiana geométrica, 
que depende da confi guração do manipulador. De modo alternativo, é possível 
também calcular a Jacobiana por meio da diferenciação da função da cinemática 
direta em relação às variáveis das juntas, que recebe o nome de Jacobiana analítica. 
Geralmente esta matriz se difere da geométrica. O Jacobiano (determinante da matriz 
Jacobiana) constitui uma das ferramentas mais importantes para a caracterização de 
manipuladores. Na verdade, é útil para encontrar uma confi guração singular, analisar 
redundância, determinar algoritmos de cinemática inversa e descrever o mapeamento 
entre as forças aplicadas à ponteira e os torques resultantes nas articulações (estática), 
além de planejar e executar trajetórias (L. SCIAVICCO e B. SICILIANO, 2000).

Para um manipulador com  elos, a Matriz Jacobiana representa a tranformação 
instantânea entre um vetor de  dimensões das velocidades das juntas e um vetor de 6 
dimensões constituído pelas velocidades linear e angular da ponteira do manipulador. 
Portanto, o Jacobiano será uma matriz de dimensão  (M. SPONG e M. 
VIDYASAGAR, 1989).

4.1 Vel ocidade Cartesiana e das Juntas

Quando os atuadores das juntas do robô realizam qualquer movimento, a ponteira 
também se move (no espaço de trabalho) como consequência. O vetor de velocidade 
ou vetor de torção v do end effector é formado pelo vetor de velocidade linear v e pelo 
vetor de velocidade angular ω: 

   (11)
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 onde 

 com  sendo o vetor translação da ponteira em relação ao referencial 
base, e 

4.2 A M atriz Jacobiana de um Manipulador

 Seja um manipulador robótico genérico com n juntas. A relação entre seu vetor 
de torção e a velocidade de movimento das juntas pode ser expressa na forma de: 

   (12)

 em que  é o vetor posição das juntas e  é o vetor de velocidade das juntas, 
ambos com tamanho n. A equação (12) toma a forma de uma equação linear como 
mostrado abaixo: 

   (13)

 A partir da equação (13) é possível tirar que a Jacobiana estabelece uma relação 
linear entre os vetores velocidade do espaço cartesiano e das juntas.

Para uma melhor análise e compreensão, a equação (13) é dividida em duas 
outras equações, que permitem computar separadamente o vetor velocidade linear e 
o vetor velocidade angular, como se segue: 

               (14)

 Ou ainda 

 e 

 onde  são submatrizes da Jacobiana.
Para calcular a velocidade linear do end effector, que é causada pelos movimentos 

das juntas do robô, deve ser levador em consideração qual o tipo de junta que está 
sendo analisada (prismática ou de revolução). Para fi ns de praticidade, uma vez que o 
manipulador robótico tratado neste trabalho possui apenas juntas de revolução, será 
tratado apenas esse caso.

Seja  o vetor velocidade angular de um ponto M que rotaciona em torno de um 
eixo. É sabido que a velocidade linear  deste ponto é dado pelo produto vetorial do 
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vetor velocidade angular  com o vetor posição  do mesmo ponto, isto é: 

 A velocidade da ponteira (elo n) causada pela rotação de uma junta i é: 

 onde 

 quando expressamos em relação ao referencial { i - 1}, e 

 é o vetor posição da origem do referencial { i - 1} até a origem do referencial {n} 
(referencial da ponteira). Com isso, temos que a velocidade linear da ponteira induzida 
pelo movimento de rotação de uma junta i, com relação ao referencial { i - 1} é dada 
por: 

  (15)

Quando expressamos essa mesma velocidade em relação ao referencial base 0, 
a equação (15) se torna: 

 (16)

 onde  são as matrizes de rotação do referencial { i - 1} em 
relação ao referencial 0.

A velocidade linear da ponteira (para um manipulador de n juntas) é o vetor soma 
de todas as velocidades induzidas por todas as juntas e em relação a um mesmo 
referencial. No caso de relacionarmos ao referencial 0, a velocidade linear resultante 
é: 

   (17)

Podemos reescrever a equação (17) na forma matricial, obtendo 

    (18)

 Relacionando as equações (18) com (14), podemos deduzir que a submatriz 
    (18)

da Jacobiana é 

    (19)

Considerando a velocidade angular do referencial { i + 1} em relação ao referencial 
{ i - 1}, sabemos que aquele referencial está submetido a duas rotações. Uma rotação 
é em torno do eixo  sendo que a velocidade angular é dada por: 
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   (20)

 A segunda rotação é em torno de  com velocidade 
angular 

   (21)

A velocidade angular total no referencial { i + 1} é a soma das duas velocidades 
angulares supracitadas nas equações. Porém, para expressá-las em termos de um 
mesmo referencial, devemos adicionar um termo na equação, que fi ca: 

   (22)

 Analisando um caso de n juntas, podemos estender o raciocínio utilizado na 
equação (22) para todas as juntas, obtendo 

    (23)

 Observando agora a equação (21), podemos expressar a equação (23), em 
relação ao referencial 0, da seguinte maneira: 

   (24)

Por fi m, comparando as equações (24) e (14), extraímos que 

   (25)

 A partir das análise feitas e informações adquiridas anteriormente, temos 
capacidade de computar a Matriz Jacobiana genérica de um manipulador com n juntas, 
apenas combinando as duas submatrizes das equações (19) e (25): 

    (26)

4.3 Sin gularidades Cinemáticas

Como visto, a Jacobiana é, de maneira geral, uma função do vetor variável de 
juntas (q) de um manipulador. Isto faz com que, em determinadas confi gurações de 
q, o posto da Jacobiana (rank(j)) seja diferente de seu número de linhas ou colunas 
e, nesses casos observamos as chamadas singularidades cinemáticas. Encontrar tais 
singularidades são de suma importância quando se está tratando com manipuladores 
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robóticos, pois elas acusam pontos que merecem atenção. São eles (L. SCIAVICCO 
e B. SICILIANO, 2000):

1.  Singularidades representam configurações nas quais a mobilidade da 
estrutura é reduzida, ou seja, não é possível impor um movimento arbitrário 
ao end effector; 

2.  Quando a estrutura está em uma singularidade, pode ser que existam 
infinitas soluções para o problema da cinemática inversa; 

3.  Nas proximidades de uma singularidade, pequenas velocidades no espaço 
operacional podem causar grandes velocidades no espaço das juntas. 

Ademais, as singularidades podem ser classificadas em dois grupos:  
• Singularidades de fronteira (vide Figura 11): ocorrem quando o manipulador 
é estendido ou retraído. Pode-se entender que essas singularidades não 
representam um verdadeiro inconveniente, uma vez que podem ser evitadas 
com a condição de que o manipulador não seja direcionado para os limites de 
sua área de trabalho alcançável;

• Singularidades internas: acontecem dentro do espaço de trabalho alcançável 
e geralmente são causadas pelo alinhamento de dois ou mais eixos de 
movimento, ou então pela obtenção de configurações específicas da ponteira. 
Diferentemente da classificação acima, essas singularidades constituem um 
problema sério, pois podem ser encontradas em qualquer lugar do espaço de 
trabalho acessível. 

Figura 11: Braço robótico planar de 2 juntas numa singularidade de fronteira.
Fonte: L. SCIAVICCO e B. SICILIANO, 2000. 

5 |  GERAÇÃO DE TRAJETÓRIA

O planejamento de trajetórias robóticas é uma ferramenta importante na indústria 
para o aumento da produtividade através da redução do tempo no processo, para 
evitar colisões no ambiente de trabalho e otimizar a capacidade dos atuadores. Uma 
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condição para que um manipulador realize uma trajetória é que este possa se mover 
de uma posição inicial até uma posição fi nal, de maneira suave e respeitando a 
capacidade dos atuadores.

O percurso que defi ne a trajetória pode ser ponto-a-ponto, isto é, o elemento 
terminal do robô se movimenta entre dois pontos consecutivos, mas não é fornecido 
qualquer caminho intermediário. Este tipo de trajeto é útil em operações do tipo pick-
and-place onde o robô pega o objeto em uma posição e o coloca em outra. O trajeto 
pode também ser completamente especifi cado por meio de funções geométricas. 
Este tipo de trajeto é normalmente utilizado em aplicações de manipulação quando 
obstáculos estão presentes, ou quando é necessário garantir que o elemento terminal 
siga uma trajetória específi ca.

Para se gerar uma determinada trajetória há uma gama de métodos. A seguir 
será explanado superfi cialmente o método de movimento ponto-a-ponto. Para tanto, 
é preciso determinar a solução da equação diferencial  (com  sendo o 
momento de inércia do corpo rígido e  o torque executado numa rotação em torno 
de um eixo) sujeita à condição seguinte condição: 

 Além disso, sabe-se que . O resultado da solução é do tipo: 

 Para representar uma solução válida e gerar uma trajetória para uma junta 
(movimento de junta), é necessário escolher um polinômio cúbico 

 que gera um perfi l parabólico para a velocidade 

 e um perfi l linear para a aceleração 

 Além dos valores da posição inicial e fi nal da junta  há também os 
valores da velocidade inicial e fi nal da junta  que geralmente são iniciados 
em zero. A seguir tem-se uma determinação de uma trajetória específi ca que é dada 
pela solução encontrada acima: 
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 MATERIAIS E MÉTODOS

O objeto principal de estudo desta pesquisa foi o manipulador Denso VP6242G. 
A dinâmica de desenvolvimento do trabalho consistiu em alguns passos importantes, 
que são estudos sobre a teoria de modelagem cinemática, implementação de códigos 
pertinentes à cinemática com auxílio da Robotic Toolbox for MATLAB (Copyright  
Peter Corke 2017), para fi xação da teoria e posterior aplicação no manipulador , e 
por fi m implantação de um diagrama de blocos especiais para simulação 3D do braço 
robótico em estudo. Todas essas etapas foram realizadas no Laboratório de Robótica 
Avançada da Universidade Estadual de Londrina, e os softwares envolvidos nesses 
procedimentos foram MATLAB/Simulink e QUARC.

RESULTADOS E DISCUSSÕES

 Com o objetivo de realizar uma modelagem cinemática do manipulador industrial 
estudado neste artigo, extraiu-se, de acordo com a equação 6, as matrizes de 
transformação homogênea para todas as 6 juntas do braço robótico, conforme os 
parâmetros D-H (Tabela 3) do manipulador DENSO, retirados de (QUANSER Inc., 
2013).

Table  3: Parâmetros D-H do Braço Robótico DENSO.
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 , Para se chegar na matriz de transformação que relaciona o end effector à 
base do manipulador ( ), sem nenhuma ferramenta acoplada, basta multiplicar 
todas as matrizes encontradas acima, isto é: 

   (27)

 Considerando que uma ferramenta, cuja matriz de transformação é , 
seja acoplada na ponteira do braço, a nova matriz de transformação que relaciona a 
extremidade da ferramenta com a base do manipulador é: 

Com todos esses insumos foi possível, com auxílio da Robotic Toolbox for 
MATLAB (Copyright  Peter Corke 2017) confeccionar um script no MATLAB (ANEXO 
B) a fi m de simular e modelar a cinemática direta do braço robótico em estudo. Um 
exemplo de simulação realizada é mostrada abaixo, utilizando-se do método plot e 
sabendo-se que  A saída do código é mostrada na 
Figura 12.

Figura 12: Simulação do manipulador DENSO na posição home.
Fonte: DO AUTOR, 2017. 
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Para fins de comparação e melhor entendimento, um segundo código foi 
executado. Vale ressaltar que o vetor qzero é nulo, isto é, todas as suas posições são 
preenchidas com zeros. A saída deste código é mostrada na Figura 13.

Figura 13: Simulação do manipulador DENSO na posição zero.
Fonte: DO AUTOR, 2017. 

Fazendo aproveitamento da modelagem dos parâmetros do manipulador 
DENSO, foram realizadas algumas análise acerca do script ikcon devido a seu caráter 
de solução numérica. Foi executado, também, um código referente a um teste simples, 
para posterior discussão a respeito dos resultados de saída de código. O retorno deste 
script é:

err = 8.1182e-06 
qans = [-0.0000 -0.3654 -0.3990 -0.0000 -0.8068 -0.0000] 
qans_deg = [-0.0020 -20.9361 -22.8612 -0.0018 -46.2256 -0.0009]

É necessário dedicar uma atenção especial ao resultado da variável err, pois ela 
representa o valor escalar da função erro (equação 9). Seu valor revela a eficiência 
desse script, que busca otimizar (nesse caso minimizar) a função que descreve o erro 
entre a matriz de transformação homogênea desejada e uma matriz que é computada 
a partir da cinemática direta e depende do vetor de ângulos das juntas.

Por fim, foram utilizados blocos especiais, para realizar algumas simulações 
tridimensionais do braço robótico DENSO. A Figura 14 mostra o código base 
utilizado para a geração de um ambiente com três dimensões para simulações com o 
manipulador.
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Figura 14: Diagrama de blocos base para simulação tridimensional.
Fonte: DO AUTOR, 2018. 

A partir desse esquemático de blocos especiais, é possível realizar qualquer tipo 
de simulação 3D com o manipulador DENSO, desde simples cálculos com cinemática 
direta, até planejamento de trajetórias complexas. Algumas imagens foram geradas 
com o objetivo de mostrar a fi delidade da simulação obtida, como mostram as Figuras 
15 e 16.

Figura 15: Simulação 3D do manipulador DENSO na posição zero.
Fonte: DO AUTOR, 2018. 

Figura 16: Simulação 3D do manipulador DENSO na posição home.
Fonte: DO AUTOR, 2018. 
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CONCLUSÃO

A partir de todos os estudos e modelagens feitas, foi possível chegar a um 
resultado final que permite a realização de simulações em três dimensões do 
manipulador Denso. É importante ressaltar que no presente trabalho não foi incluída 
a modelagem dinâmica para respectiva simulação. Todavia, o aproveitamento desses 
resultados são de grande importância no reconhecimento de singularidades, sejam de 
fronteiras ou internas, e de rotas de colisão. Ademais, a implementação de simulações 
computacionais antes de efetivar algum procedimento de teste no manipulador é de 
suma importância para estudos futuros, uma vez que riscos de danos ao braço robótico 
são minimizados.

Por fim, todo o conhecimento adquirido a respeito do objeto de estudo deste 
trabalho (manipulador industrial Denso VP6242G) servem como uma base sólida para 
posteriores estudos e progressões a serem desenvolvidas acerca desse robô.
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