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ESTUDO DE UM CONTROLADOR DE UM BRAÇO 
ROBÓTICO COM DOIS GRAUS DE LIBERDADE 

COM BASE EM LMI

CAPÍTULO 4

Márcio Roberto Covacic
Universidade Estadual de Londrina, Departamento 

de Engenharia Elétrica
Londrina – PR

Ruberlei Gaino
Universidade Estadual de Londrina, Departamento 

de Engenharia Elétrica
Londrina – PR

Cesar Capobianco
Universidade Estadual de Londrina, Departamento 
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RESUMO: Neste trabalho, foi proposta uma 
metodologia de projeto e simulação de um 
controlador para o modelo de um braço robótico 
com dois graus de liberdade. O projeto consiste 
em obter uma lei de controle por realimentação 
de estados, pela resolução de Desigualdades 
Matriciais Lineares (em inglês, Linear Matrix 
Inequalities, LMIs), utilizando o Matlab. A 
estabilidade do sistema realimentado mostra a 
eficiência do método.
PALAVRAS-CHAVE: Realimentação de 
estados, Controle por LMIs, Braço robótico.

ABSTRACT: In this work, a methodology for the 
design and implementation of a robust controller 
for a robotic arm with two degrees of freedom 

was proposed. The design method consists to 
obtain a state feedback control law, by solving 
Linear Matrix Inequalities (LMIs), using Matlab. 
The stability of the feedback system shows the 
efficiency of the method.
KEYWORDS: State feedback, LMI-based 
control, Robotic arm.

1 | 	INTRODUÇÃO

A automação robótica tornou-se uma 
realidade e milhões de braços robóticos 
foram construídos, realizando diferentes 
tipos de atividades, como: soldagem, pintura, 
carregamento e descarregamento de máquinas, 
montagem eletrônica. O uso de robôs 
proporcionou um aumento de produtividade 
e qualidade dos produtos. Hoje, muitos dos 
produtos que compramos foram manipulados 
ou feitos por um robô (CORKE, 2011).

Neste trabalho, foi utilizado o modelo de 
um braço robótico com dois graus de liberdade, 
representado pelo diagrama esquemático da 
Figura 1.
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Figura 1 – Diagrama esquemático do braço robótico com dois graus de liberdade. (Fonte: 
(MARQUES, 2018))

As Tabelas 1 e 2 apresentam os valores das grandezas que foram utilizados na 
modelagem do braço robótico.

Junta Ângulo da junta Offset do Elo
Comprimento do 

Elo
Ângulo de Torção

1 0 0

2 0 0

Tabela 1: Parâmetros de Denavit Heartenberg do braço robótico. (Fonte: (MARQUES, 2018))

Parâmetro Junta 1 Junta 2

Massa (kg) 1 1

Centro de Gravidade [0.150  0] [0.1050  0]

Tensor Inercial (kg.m2)

Relação de Transmissão 1:1 1:1

Tabela 2: Parâmetros dinâmicos do braço robótico. (Fonte: (MARQUES, 2018))

2 |  CONTROLE COM DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES

As variáveis de estados de um sistema dinâmico são aquelas que formam o 
menor número de variáveis que são capazes de descrever todo o comportamento de 
um sistema dinâmico (OGATA, 2011). Assim, um sistema linear invariante no tempo 
pode ser descrito por:
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   (1)

    (2)

onde x(t) representa o vetor com as variáveis de estado do sistema,  (t) a derivada 
de x(t) no tempo, y(t) a saída do sistema e u(t) a estrada do sistema.

De acordo com a teoria de Lyapunov, um sistema é assintoticamente estável se 
existir uma função V(x) tal que V(x)>0 e (x)<0 para todo x diferente de zero (SLOTINE; 
LI, 1991).

Para um sistema (t)=Ax(t), dada uma candidata a função de Lyapunov quadrática 
V(x)=x’Px, sendo P uma matriz simétrica, os estados do sistema convergem para a 
origem x=0  se existir uma matriz simétrica defi nida positiva  P tal que A’P+PA<0, isto 
é, se P for positiva defi nida Q=A’P+PA for negativa defi nida. Neste caso, o sistema é 
assintoticamente estável.

Com a base do teorema de Lyapunov e das equações de estados (1) e (2), pode-
se estabilizar o sistema com a lei de controle:

    (3) 

Substituindo (3) em (1), o sistema realimentado é descrito por:

  (4)

As LMIs que garantem a estabilidade assintótica do sistema (4) são:

   (5)

  (6) 

A expressão (5) equivale a:

  (7)

Multiplicando (7) e (6), à esquerda e à direita, por P-1 e defi nindo X=P-1 e G=KP-

1=KX, o problema é descrito pelas LMIs:

   (8)

   (9) 

 A partir da solução das LMIs (8) e (9), a lei de controle que estabiliza o sistema 
descrito por (1) e (2) é descrita por (3), com K dada por:

   (10) 

3 |  ESTUDO DA MODELAGEM DO SISTEMA

O manipulador de corpo rígido com n juntas pode ser descrito a partir de suas 
equações de dinâmica no formato clássico de Lagrange. A equação (11) descreve 
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o funcionamento de um manipulador de corpo rígido (BERGEMAN, SIQUEIRA E 
TERRA, 1999).

    (11)

onde τ representa o vetor de torque, q representa o vetor das juntas, 
é uma matriz que apresenta os valores positivos de inércia,  é uma 
matriz que apresenta os termos de Coriolis e de força centrífuga,  é um 
vetor que contém os torques gravitacionais e é um vetor que contém 
os torques de fricção. Por conveniência, pode-se agrupar a matriz de Coriolis com a 
matriz dos torques gravitacionais e junto com a matriz de torques de fricção, como 
mostra a equação (12):

 (12)

que é reescrita na forma:

  (13)

Linearizando a equação (13) em torno do ponto de equilíbrio, o sistema, cuja 
entrada é o torque τ e cujas saídas são os estados x1 e x2, é representado por (1) e 
(2), sendo:

 (14)

   (15)

   (16)

   (17)

Como visto em (MARQUES, 2018), as matrizes M(q) e b(q, são dadas por:

  (18)

  (19)

sendo θ1 e θ2 os ângulos das juntas no ponto de operação.
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4 |  MATERIAIS E MÉTODOS

O material utilizado neste trabalho foi:
- Software MATLAB/Simulink, versão 2012a;
- Robotics Toolbox para MATLAB.
Inicialmente, com o auxílio do Robotics Toolbox do Peter Corke (CORKE, 2011), 

foi criado um modelo matemático do braço robótico, a partir das funções apresentadas 
no Robotics Toolbox, e assim foi possível realizar simulações que comprovam o 
funcionamento do modelo do robô (MARQUES, 2018). O Apêndice A apresenta o 
programa em MATLAB utilizado para obter o modelo dinâmico inverso simbólico.

Em seguida, foi utilizado o modelo dinâmico inverso, para obter as equações 
de estado em um ponto de equilíbrio. Finalmente, com as equações de estados, a 
matriz K do controlador foi obtida de acordo com as LMIs (8) e (9) e a equação (10). O 
programa utilizado para obter o controlador é apresentado no Apêndice B.

5 |  RESULTADOS, DISCUSSÕES E CONCLUSÕES

Com os dados apresentados nas Tabelas 1 e 2, de acordo com as equações (14) 
a (19), o modelo do braço robótico é descrito por (1) e (2), sendo:

   (20)

   (21)

   (22)

   (23)

Dadas as matrizes (20) a (23), a matriz K da lei de controle (3) foi obtida pela 
resolução das LMIs (8) e (9) e pela equação (10). A matriz encontrada é:

   (24)

Com a lei de controle projetada, foi simulada a resposta do sistema a uma entrada 
degrau unitário. A Figura 2 mostra as tensões nas duas juntas do modelo do braço 
robótico.
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Figura 2 – Resposta das duas juntas à entrada degrau unitário. (Fonte: próprio autor)

Ao analisar a Figura 2, percebe-se que o sistema apresenta um comportamento 
estável, porém para que isso ocorre-se, os controladores precisam de um tempo 
consideravelmente longo para alcançar o valor de regime. Isto se deve ao fato de que 
as LMIs foram utilizadas com o único objetivo de garantir a estabilidade. Em trabalhos 
futuros, pode ser proposta a determinação de uma taxa de decaimento, com o intuito 
de obter uma resposta transitória mais rápida, e também ser desenvolvidas estratégias 
de controle robusto, considerando a presença de incertezas nos parâmetros do modelo 
que descreve o braço robótico.
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APÊNDICE A: CÓDIGO DO MATLAB PARA CÁLCULO DAS MATRIZES A E B DO 
MODELO QUE DESCREVE O ROBÔ:

q1=-pi/4;

q2=-pi/4;

qd1=1;

qd2=1;

qdd1=1;

qdd2=1;

M=[26939/200000 + 63/1000*cos(q2)  2939/200000 + 63/2000*cos(q2); 2939/200000 
+ 63/1000*cos(q2)  2939/200000 ];

b=[63/1000*(qd2*sin(q2)) -63/2000*qd2*sin(q2);63/1000*(qd1*sin(q2)) 0];

m1=inv(M);

m2=m1*b;

A=[zeros(2) eye(2);-m2 -m2];

B=[zeros(2); m1];

APÊNDICE B: CÓDIGO DO MATLAB DESENVOLVIDO PARA CALCULAR A LEI DE 
CONTROLE:

setlmis([]);

X=lmivar(1,[4 1]);

G=lmivar(2,[2 4]);

lmiterm([1 1 1 X],A,1,’s’);

lmiterm([1 1 1 G], B,-1,’s’);

lmiterm([-2 1 1 X],1,1);

lmicontrolador=getlmis;
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[tmin,xfeasp] = feasp(lmicontrolador);

iftmin<0

Xf=dec2mat(lmicontrolador,xfeasp,X);

Gf=dec2mat(lmicontrolador,xfeasp,G);

k=Gf*inv(Xf);

disp(‘Controlador’), disp(k)

else

disp(‘Sistema nao contolavel’)

end



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 




