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APRESENTACAO

A Engenharia Mecéanica pode ser definida como o ramo da engenharia que aplica
0s principios de fisica e ciéncia dos materiais para a concepg¢ao, analise, fabricacéo e
manuteng¢ado de sistemas mecanicos

Nos dias atuais a busca pela redugdo de custos, aliado a qualidade final dos
produtos € um marco na sobrevivéncia das empresas. Nesta obra é conciliada duas
atividades essenciais a um engenheiro mecanico: Projetos e Simulagao.

E possivel observar que na Gltima década, a area de projetos e simulagédo vem
ganhando amplo destaque, pois através de simulagcées pode-se otimizar os projetos
realizados, reduzindo o tempo de execucéo, a utilizagdo de materiais e os custos finais.

Dessa forma, séo apresentados trabalhos tedricos e resultados praticos de
diferentes formas de aplicacdo e abordagens nos projetos dentro da grande area das
engenharias.

Trabalhos envolvendo simulagdes numéricas, tiveram um grande avanco devido
a insercdo de novos softwares dedicados a areas especificas, auxiliando o projetista
em suas funcdes. Sabe-los utilizar de uma maneira eficaz e eficiente € um dos desafios
dos novos engenheiros.

Neste livro sdo apresentados varios trabalhos, alguns com resultados praticos,
sobre simulagdes em varios campos da engenharia industrial, elementos de maquinas
e projetos de bancadas praticas.

Um compendio de temas e abordagens que constituem a base de conhecimento
de profissionais que se dedicam a projetar e fabricar sistemas mecanicos e industriais.

Boa leitura

Henrique Ajuz Holzmann
Joao Dallamuta
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RESUMO: As Equacbes Diferenciais sdo uma
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EM SUSPENSAO VEICULAR

poderosa ferramenta de calculo e tém aplicacéo
em diversas areas na modelagem de fenbmenos
fisicos. Assim com a resolugcdo da equacéo
pode-se obter informacodes relevantes prevendo
assim seu comportamento. Portanto o presente
trabalho ir4 tratar das Equagdes Diferenciais
de 2% ordem, em especial aplicada a sistema
de suspenséao veicular. O estudo da dinamica
veicular, € importante pois € necessario entender
o funcionamento da suspenséo, e suas fungdes
principais, para posteriormente buscar obter um
modelo dindmico para uma possivel predicéo
do desempenho de um sistema. Na modelagem
foi usado o sistema de % do veiculo, por ser um
dos mais utilizados devido a sua simplicidade,
e ainda por fornecer bons resultados para uma
analise preliminar da suspensao.
PALAVRAS-CHAVE: suspenséo,
diferenciais, vibracéo.

equacoes

ABSTRACT: Differential
powerful calculation tool and have application

Equations are a

in several areas in the modeling of physical
phenomena. Thus, with the resolution of the
equation, one can obtain relevant information,
thus predicting its behavior. Therefore, the
present work will deal with the 2nd Order
Differential Equations, especially applied to
the vehicular suspension system. The study
of vehicular dynamics is important because
it is necessary to understand the operation of
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the suspension, and its main functions, to later seek to obtain a dynamic model for
a possible prediction of the performance of a system. In the modeling, the 4 vehicle
system was used, because it is one of the most used because of its simplicity, and still
provides the results for a preliminary analysis of the suspension.

KEYWORDS: suspension, differential equations, vibration.

11 INTRODUCAO

Muitos dos principios, ou leis, que regem o comportamento do mundo fisico sao
proposicoes, ou relagdes, envolvendo a taxa segundo a qual as coisas acontecem.
Expressas em linguagem matematica, as relacdes sao equacbes e as taxas sao
derivadas. Equacgdes contendo derivadas sdo equacgdes diferenciais. Portanto, para
compreender e investigar problemas envolvendo o movimento de fluidos, o fluxo de
corrente elétrica em circuitos, a dissipagcao de calor em objetos solidos, a propagacéao
e deteccdo de ondas sismicas, ou 0 aumento ou diminuicdo de populacdes, entre
muitos, é necessario saber alguma coisa sobre equacgdes diferenciais. (Boyce, William
E, 2002, p. 1).

Uma equacéo diferencial ordinaria (EDO) € uma igualdade que contém uma
variavel independente, x, uma variavel dependente, y, e algumas das suas derivadas,
v,y .,y
da mais alta derivada contida na equacgéo. Por sua vez, o grau da equacao diferencial

(Minhos, 2009, pg. 8). Aordem da equacao diferencial € dada pela ordem

€ dado pelo expoente da derivada de mais alta ordem. Quanto a linearidade, uma
EDO é linear quando a mesma é de primeiro grau e 0s seus coeficientes dependem
somente de x ou sdo constantes. Uma equacéo diferencial linear de segunda ordem
tem a forma da seguinte Eq. (1), onde, P, Q, R e G sdo fun¢bes continuas.

P(x) d2y/dx2 + Q(x)dy/dx +R(x)y= G(x) (1)

O sistema de suspensdo veicular atua isolando vibracdes resultante das
excitacbes geradas no veiculo, melhorando assim, o conforto dos passageiros,
aderéncia no contato pneu-solo garantindo uma melhor dirigibilidade.

Adinamica vertical (Ride) trata do comportamento do veiculo e dos seus ocupantes
quando submetidos a excitacbes provenientes do piso em que o veiculo trafega
(externas) ou provenientes do motor, roda, transmisséo, (internas) Gillespie (1992)
define o termo Ride como uma referéncia as vibragdes sentidas pelos ocupantes, e
gue o espectro das vibracdes varia de 0 a 25 Hz, sendo que 25 Hz é o limite superior
das vibragcées comuns presentes em veiculos automotores. Assim o modelo de Y4 de
veiculo, segundo Gillespie (1992), fornece bons resultados para uma anélise preliminar
de suspensao.
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Conforme Rao (2008) movimentos que se repetem durante o decurso do tempo
podem ser conceituados como vibragdo. Um sistema vibratorio € composto por trés
grandes elementos, um que armazene energia cinética, outro que armazene energia
potencial e por fim um que libere gradualmente essas energias.

A massa (m) ou inércia (J), a mola (k) e o amortecedor (c), respectivamente,
cumprem esses papeis descritos acima e suas disposi¢cdes geralmente sdo descritos
conforme pode ser visto na Fig. (1).

YA A A T S,
¥ E ,:"J ¢ Kx CxX
0]
i i
+x l
' +x
Sistema Diagrama de corpo livre

Figura 1 — Sistema Massa-Mola-Amortecedor. Fonte: Rao (2008)

Vibracbes podem ser classificadas de diversas formas. Conforme a aplicacéo de
forca, elas podem ser vibragdes livres se o0 sistema vibra por conta prépria, ou forcada
se esta sujeita a forcas externas. Em relacédo a natureza da forgca que é aplicada
ao sistema, estas podem ser harmdnicas, nao-harmdnica, porém, periddica, nao-
periodica (ou transitérias) e por fim, aleatérias.

Este trabalho tratara da aplicacéo das equacgdes diferenciais na dinamica veicular,
mais propriamente em suspensao veicular. “O estudo da dindmica vertical em veiculos
€ importante no projeto e desenvolvimento de sistemas de suspensao veicular, no que
diz respeito as trés fungdes principais: isolamento, aderéncia e estabilidade” (Gillespie,
1992). “Os modelos para o estudo da dinamica vertical podem ser representados por:
1/4 do veiculo, o qual é utilizado somente uma das rodas do veiculo, e possui 1 ou 2
grau de liberdade (gdl), 1/2 do veiculo, podendo ser na dire¢ao longitudinal ou frontal,
com 2 ou 4 gdi(s), ou até um veiculo completo, com 7 gdI” (Jazar, 2008). Assim o
numero de gdl(s) vai depender do tipo de movimento a ser considerado (rotagéo ou
translacao) e da separacao de massa suspensa (chassi) e ndo suspensa (roda e pneu).
Assim focou-se no modelo de 1/4 de veiculo por ser o mais utilizado devido a sua
simplicidade, e possibilitar o desenvolvimento de estudos relacionados ao movimento
vertical (Bounce) de um veiculo, tais como a estimativa do angulo de arfagem (Pitch)
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de um veiculo passando sobre um obstaculo (Gillespie, 1992).

2| METODOLOGIA

A realizacdo do presente trabalho se deu através de pesquisas na literatura
tradicional e em artigos publicados da érea. Para a obtencdo dos resultados, o uso
das Equacoes Diferenciais de Segunda Ordem foi aplicado no estudo das vibracoes
mecanicas em sistemas de suspensao veicular, pois 0s mesmos se comportam como
osciladores livres amortecidos. Além disso, o uso do software MatLab, € de grande valor
para formular as modelagens matematicas e extrair informacgdes gréaficas, para assim
obter valores de variaveis de grande importancia no dimensionamento de projetos.

Através da andlise da taxa de variacao dos parametros obtidos pela observacao
de um fendmeno, escreve-se uma equacao diferencial que facilite a manipulacao e
descricéo do sistema. O modelo pode ser linear, que simplifica e agiliza na formulagéao
de respostas e comportamentos, ou n&o linear, que apesar de mais complexo pode
tentar prever com mais precisao certos comportamentos que nao sao descritos pelo
modelo mais simples.

Com um modelo definido, é possivel derivar as equacdes governantes, analisar os
diagramas de corpo livre e obter as solucdes e interpretar resultados para determinados
valores de entrada definidos.

A modelagem de um sistema de suspenséo pode ser realizada por diferentes
configuragcbes e sua setagem vai depender da necessidade do estudo, dos
equipamentos a disposicdo para a analise ou da precisao requerida. Ela pode ser
realizada com um quarto de veiculo, com meio veiculo, com o veiculo completo, com
a inclusao ou nao do coeficiente de amortecimento da roda, com ou sem excitacao da
base ou aplicac&o de forgas externas, etc.

O modelo mais simples de um quarto de veiculo (quarter-car model) visa simular a
performance do sistema de suspensao do automdvel, avaliando toda area de trabalho
das aceleragdes verticais da massa suspensa, do pneu e das forcas no sistema de
suspensao.

Nesse modelo, a massa total do veiculo é dividida igualmente entre as quatro
rodas, sendo cada secdo estudada separadamente. Conforme pode ser avaliado
na Fig. (2) abaixo, o sistema & formado por um modelo invertido de massa-mola-
amortecedor e possui dois graus de liberdade, sendo estes o deslocamento vertical da
massa ndo-suspensa (y, ) e da massa suspensa (y,).
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Figura 2 — Modelo Simplificado de ¥4 de Veiculo. Fonte: Modificado da internet

A massa suspensa (m.) pode ser definida como a porgdo da massa total
suportada pelo sistema de suspenséo e a massa ndo suspensa (m_) é representada
pelo conjunto formado pela roda que possui uma rigidez (k ), eixos e demais pegas da
suspenséo. Ligando ambos temos elementos de mola (k) e amortecimento (c,). As
irregularidades da estrada (y,) criam condigdes forgantes no sistema.

Analisando-se as forcas aplicadas na massa suspensa, conforme o diagrama de
corpo livre da Fig. (1), e sabendo que o seu deslocamento € maior que o da massa
nao-suspensa, podemos desenvolver a segunda lei de newton de acordo com as Eq.

(2) e (3).
ZFys = Ms *ys @)

ms *ys = -Cs(ys- ~Yns )—ks(ys _yns) 3)

Rearranjando, adquirimos a primeira equagédo do movimento, de acordo com a
Eq. (4).

msys""'Cs(ys- _yns- )+ks(ys _Yns) =0 (4)
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Figura 3 — Diagrama de Corpo Livre. Fonte: Modificado da internet

Realizando o mesmo procedimento para a massa nao suspensa, obtemos as Eq.
(5) e (6).

ZFyns = Mns *yns" (5)

MnsVns = Cs(Vs —Yns )tks(Vs —yns)+kr(ye —yns) (6)

Organizando temos a segunda equacao do movimento de acordo com a Eq. (7).

MausYns +Cs(Vns —Vs JHks(Yns —ys)Hkryns = krye @)
Colocando ambas as equacdes do movimento em uma matriz na Eq. (8), podemos
perceber claramente que a disposicao respeita a forma padréo da equacao diferencial,

para no fim obtermos a Eq. (9).

[ms mns] [yns] Cs [yns] [k k_+sk] yns] [krye]

meqf +Ceqx +keqx = f (9)

(8)

Com essas equacdes € possivel estudar o comportamento de ambas as massas
conforma cada variagdo de terreno, para isso basta definir as constantes de massa,
amortecimento e molas, além das condi¢des iniciais de modelagem.

A execucgdo dos gréficos foi elaborada utilizando o Software Simulink e o arranjo
pode ser visualizado a Fig. (4). Para construcao foi isolado a aceleracao na Eq. (10) e

Eq. (11).

Vs = mis [_Cs (ys — Yns) — ks (ys - yns)]

y;ls = ans [_C.s (yns- - ys) - ks (yns - ys) - kryns + krye] (1)
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A titulo de exemplificagdo os seguintes valores foram inseridos:
m_ = 250 kg

m_. =60 kg

k, = 16000 N/m

k = 160000 N/m

¢, = 1200 N.s/m

£
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Mala {Kt) Add11 e

Scoped

Figura 4 — Modelo de % de Veiculo no Simulink. Fonte: Prépria

31 RESULTADOS E DISCUSSAO

Como foi visto, varios problemas que sao tratados na matematica e fisica podem
ser modelados por equacgdes diferenciais. O beneficio de se conhecer uma equacgao
e sua solucédo geral, torna possivel modelar um sistema fisico e fazer com que sua
equacéo se assemelhe aumaequacao diferencial ordinaria. Portanto, ndo necessitando
resolver o problema em questao, pois, ja se tem a solugcéo geral da equacgéo. Assim,
basta interpretar as variaveis presentes na modelagem matematica e substitui-las.

Dessa forma o aprofundamento no estudo das equacdes diferenciais merece
destaque, haja visto da diversidade de aplicacbes em diferentes campos do
conhecimento. A Fig. (5) elucida um exemplo de como se comporta uma roda do
veiculo ao passar por um obstaculo.
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Figura 5 - Grafico obtido no Simulink. Fonte: Prépria

41 CONCLUSAO

Baseado no que foi exposto acima, pode-se considerar viavel o uso do modelo
simplificado (ou classico) de 1/4 de veiculo para analises preliminares da resposta no
dominio do tempo, apenas para a massa suspensa e como referéncia.

Ja que o modelo representado é Quarter-Car, e € um modelo idealizado, n&o
leva em consideracdo parémetros importantes para a total compreensdo do seu
comportamento como o amortecimento das buchas da suspensao, o amortecimento
por histerese do pneu e até mesmo o amortecimento intrinseco a mola.

Entretanto, na tentativa de chegar a uma idealizacao que se aproxime do sistema
criticamente amortecido (necessario para que haja o maior tempo de contato do pneu
com o solo) pode-se utilizar uma fracdo do amortecimento critico, a chamada taxa
de amortecimento ou fator de amortecimento e assim idealizam os amortecimentos
embutidos.
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