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APRESENTAÇÃO

A Engenharia Mecânica pode ser definida como o ramo da engenharia que aplica 
os princípios de física e ciência dos materiais para a concepção, análise, fabricação e 
manutenção de sistemas mecânicos

Nos dias atuais a busca pela redução de custos, aliado a qualidade final dos 
produtos é um marco na sobrevivência das empresas. Nesta obra é conciliada duas 
atividades essenciais a um engenheiro mecânico: Projetos e Simulação.  

É possível observar que na última década, a área de projetos e simulação vem 
ganhando amplo destaque, pois através de simulações pode-se otimizar os projetos 
realizados, reduzindo o tempo de execução, a utilização de materiais e os custos finais. 

Dessa forma, são apresentados trabalhos teóricos e resultados práticos de 
diferentes formas de aplicação e abordagens nos projetos dentro da grande área das 
engenharias.

Trabalhos envolvendo simulações numéricas, tiveram um grande avanço devido 
a inserção de novos softwares dedicados a áreas específicas, auxiliando o projetista 
em suas funções. Sabe-los utilizar de uma maneira eficaz e eficiente é um dos desafios 
dos novos engenheiros.

Neste livro são apresentados vários trabalhos, alguns com resultados práticos, 
sobre simulações em vários campos da engenharia industrial, elementos de maquinas 
e projetos de bancadas práticas.

Um compendio de temas e abordagens que constituem a base de conhecimento 
de profissionais que se dedicam a projetar e fabricar sistemas mecânicos e industriais. 

Boa leitura

Henrique Ajuz Holzmann
João Dallamuta  
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RESUMO: As Equações Diferenciais são uma 

poderosa ferramenta de cálculo e têm aplicação 
em diversas áreas na modelagem de fenômenos 
físicos. Assim com a resolução da equação 
pode-se obter informações relevantes prevendo 
assim seu comportamento. Portanto o presente 
trabalho irá tratar das Equações Diferenciais 
de 2ª ordem, em especial aplicada à sistema 
de suspensão veicular. O estudo da dinâmica 
veicular, é importante pois é necessário entender 
o funcionamento da suspensão, e suas funções 
principais, para posteriormente buscar obter um 
modelo dinâmico para uma possível predição 
do desempenho de um sistema. Na modelagem 
foi usado o sistema de ¼ do veículo, por ser um 
dos mais utilizados devido a sua simplicidade, 
e ainda por fornecer bons resultados para uma 
análise preliminar da suspensão. 
PALAVRAS-CHAVE: suspensão, equações 
diferenciais, vibração.

ABSTRACT: Differential Equations are a 
powerful calculation tool and have application 
in several areas in the modeling of physical 
phenomena. Thus, with the resolution of the 
equation, one can obtain relevant information, 
thus predicting its behavior. Therefore, the 
present work will deal with the 2nd Order 
Differential Equations, especially applied to 
the vehicular suspension system. The study 
of vehicular dynamics is important because 
it is necessary to understand the operation of 
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the suspension, and its main functions, to later seek to obtain a dynamic model for 
a possible prediction of the performance of a system. In the modeling, the ¼ vehicle 
system was used, because it is one of the most used because of its simplicity, and still 
provides the results for a preliminary analysis of the suspension. 
KEYWORDS: suspension, differential equations, vibration.

1 |  INTRODUÇÃO 

Muitos dos princípios, ou leis, que regem o comportamento do mundo físico são 
proposições, ou relações, envolvendo a taxa segundo a qual as coisas acontecem. 
Expressas em linguagem matemática, as relações são equações e as taxas são 
derivadas. Equações contendo derivadas são equações diferenciais. Portanto, para 
compreender e investigar problemas envolvendo o movimento de fluidos, o fluxo de 
corrente elétrica em circuitos, a dissipação de calor em objetos sólidos, a propagação 
e detecção de ondas sísmicas, ou o aumento ou diminuição de populações, entre 
muitos, é necessário saber alguma coisa sobre equações diferenciais. (Boyce, William 
E, 2002, p. 1).

Uma equação diferencial ordinária (EDO) é uma igualdade que contém uma 
variável independente, x, uma variável dependente, y, e algumas das suas derivadas, 
y’, y’’, …, y(n).” (Minhós, 2009, pg. 8). A ordem da equação diferencial é dada pela ordem 
da mais alta derivada contida na equação. Por sua vez, o grau da equação diferencial 
é dado pelo expoente da derivada de mais alta ordem. Quanto à linearidade, uma 
EDO é linear quando a mesma é de primeiro grau e os seus coeficientes dependem 
somente de x ou são constantes. Uma equação diferencial linear de segunda ordem 
tem a forma da seguinte Eq. (1), onde, P, Q, R e G são funções contínuas. 

P(x) d²y/dx² + Q(x)dy/dx +R(x)y= G(x)            (1)

O sistema de suspensão veicular atua isolando vibrações resultante das 
excitações geradas no veículo, melhorando assim, o conforto dos passageiros, 
aderência no contato pneu-solo garantindo uma melhor dirigibilidade.   

A dinâmica vertical (Ride) trata do comportamento do veículo e dos seus ocupantes 
quando submetidos a excitações provenientes do piso em que o veículo trafega 
(externas) ou provenientes do motor, roda, transmissão, (internas) Gillespie (1992) 
define o termo Ride como uma referência as vibrações sentidas pelos ocupantes, e 
que o espectro das vibrações varia de 0 a 25 Hz, sendo que 25 Hz é o limite superior 
das vibrações comuns presentes em veículos automotores. Assim o modelo de ¼ de 
veículo, segundo Gillespie (1992), fornece bons resultados para uma análise preliminar 
de suspensão.  
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Conforme Rao (2008) movimentos que se repetem durante o decurso do tempo 
podem ser conceituados como vibração. Um sistema vibratório é composto por três 
grandes elementos, um que armazene energia cinética, outro que armazene energia 
potencial e por fim um que libere gradualmente essas energias.   

A massa (m) ou inércia (J), a mola (k) e o amortecedor (c), respectivamente, 
cumprem esses papeis descritos acima e suas disposições geralmente são descritos 
conforme pode ser visto na Fig. (1).  

Figura 1 – Sistema Massa-Mola-Amortecedor. Fonte: Rao (2008)

 

Vibrações podem ser classificadas de diversas formas. Conforme a aplicação de 
força, elas podem ser vibrações livres se o sistema vibra por conta própria, ou forçada 
se está sujeita a forças externas. Em relação a natureza da força que é aplicada 
ao sistema, estas podem ser harmônicas, não-harmônica, porém, periódica, não-
periódica (ou transitórias) e por fim, aleatórias. 

Este trabalho tratará da aplicação das equações diferenciais na dinâmica veicular, 
mais propriamente em suspensão veicular. “O estudo da dinâmica vertical em veículos 
é importante no projeto e desenvolvimento de sistemas de suspensão veicular, no que 
diz respeito às três funções principais: isolamento, aderência e estabilidade” (Gillespie, 
1992). “Os modelos para o estudo da dinâmica vertical podem ser representados por: 
1/4 do veículo, o qual é utilizado somente uma das rodas do veículo, e possui 1 ou 2 
grau de liberdade (gdl), 1/2 do veículo, podendo ser na direção longitudinal ou frontal, 
com 2 ou 4 gdl(s), ou até um veículo completo, com 7 gdl” (Jazar, 2008). Assim o 
número de gdl(s) vai depender do tipo de movimento a ser considerado (rotação ou 
translação) e da separação de massa suspensa (chassi) e não suspensa (roda e pneu). 
Assim focou-se no modelo de 1/4 de veículo por ser o mais utilizado devido a sua 
simplicidade, e possibilitar o desenvolvimento de estudos relacionados ao movimento 
vertical (Bounce) de um veículo, tais como a estimativa do ângulo de arfagem (Pitch) 
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de um veículo passando sobre um obstáculo (Gillespie, 1992). 

2 |  METODOLOGIA  

A realização do presente trabalho se deu através de pesquisas na literatura 
tradicional e em artigos publicados da área. Para a obtenção dos resultados, o uso 
das Equações Diferenciais de Segunda Ordem foi aplicado no estudo das vibrações 
mecânicas em sistemas de suspensão veicular, pois os mesmos se comportam como 
osciladores livres amortecidos. Além disso, o uso do software MatLab, é de grande valor 
para formular as modelagens matemáticas e extrair informações gráficas, para assim 
obter valores de variáveis de grande importância no dimensionamento de projetos. 

Através da análise da taxa de variação dos parâmetros obtidos pela observação 
de um fenômeno, escreve-se uma equação diferencial que facilite a manipulação e 
descrição do sistema. O modelo pode ser linear, que simplifica e agiliza na formulação 
de respostas e comportamentos, ou não linear, que apesar de mais complexo pode 
tentar prever com mais precisão certos comportamentos que não são descritos pelo 
modelo mais simples. 

Com um modelo definido, é possível derivar as equações governantes, analisar os 
diagramas de corpo livre e obter as soluções e interpretar resultados para determinados 
valores de entrada definidos.  

A modelagem de um sistema de suspensão pode ser realizada por diferentes 
configurações e sua setagem vai depender da necessidade do estudo, dos 
equipamentos a disposição para a análise ou da precisão requerida. Ela pode ser 
realizada com um quarto de veículo, com meio veículo, com o veículo completo, com 
a inclusão ou não do coeficiente de amortecimento da roda, com ou sem excitação da 
base ou aplicação de forças externas, etc.  

O modelo mais simples de um quarto de veículo (quarter-car model) visa simular a 
performance do sistema de suspensão do automóvel, avaliando toda área de trabalho 
das acelerações verticais da massa suspensa, do pneu e das forças no sistema de 
suspensão.   

Nesse modelo, a massa total do veículo é dividida igualmente entre as quatro 
rodas, sendo cada seção estudada separadamente. Conforme pode ser avaliado 
na Fig. (2) abaixo, o sistema é formado por um modelo invertido de massa-mola-
amortecedor e possui dois graus de liberdade, sendo estes o deslocamento vertical da 
massa não-suspensa (yns) e da massa suspensa (ys). 
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 Figura 2 – Modelo Simplificado de ¼ de Veículo. Fonte: Modificado da internet

A massa suspensa (ms) pode ser definida como a porção da massa total 
suportada pelo sistema de suspensão e a massa não suspensa (mns) é representada 
pelo conjunto formado pela roda que possui uma rigidez (kr), eixos e demais peças da 
suspensão. Ligando ambos temos elementos de mola (ks) e amortecimento (cs). As 
irregularidades da estrada (ye) criam condições forçantes no sistema. 

Analisando-se as forças aplicadas na massa suspensa, conforme o diagrama de 
corpo livre da Fig. (1), e sabendo que o seu deslocamento é maior que o da massa 
não-suspensa, podemos desenvolver a segunda lei de newton de acordo com as Eq. 
(2) e (3). 

 (2)

   (3)

Rearranjando, adquirimos a primeira equação do movimento, de acordo com a 
Eq. (4). 

  (4)
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 Figura 3 – Diagrama de Corpo Livre. Fonte: Modificado da internet 
 

Realizando o mesmo procedimento para a massa não suspensa, obtemos as Eq. 
(5) e (6). 

  (5)

 (6)

Organizando temos a segunda equação do movimento de acordo com a Eq. (7).

   (7)

Colocando ambas as equações do movimento em uma matriz na Eq. (8), podemos 
perceber claramente que a disposição respeita a forma padrão da equação diferencial, 
para no fim obtermos a Eq. (9). 

  (8)

 (9)

Com essas equações é possível estudar o comportamento de ambas as massas 
conforma cada variação de terreno, para isso basta definir as constantes de massa, 
amortecimento e molas, além das condições iniciais de modelagem. 

A execução dos gráficos foi elaborada utilizando o Software Simulink e o arranjo 
pode ser visualizado a Fig. (4). Para construção foi isolado a aceleração na Eq. (10) e 
Eq. (11). 

  (10)

            (11)



Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecânica 2 Capítulo 15 175

A título de exemplificação os seguintes valores foram inseridos: 
ms = 250 kg
mns = 60 kg
ks = 16000 N/m
kr = 160000 N/m
cs = 1200 N.s/m

 

 

Figura 4 – Modelo de ¼ de Veículo no Simulink. Fonte: Própria 

 

3 |  RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Como foi visto, vários problemas que são tratados na matemática e física podem 
ser modelados por equações diferenciais. O benefício de se conhecer uma equação 
e sua solução geral, torna possível modelar um sistema físico e fazer com que sua 
equação se assemelhe a uma equação diferencial ordinária. Portanto, não necessitando 
resolver o problema em questão, pois, já se tem a solução geral da equação. Assim, 
basta interpretar as variáveis presentes na modelagem matemática e substitui-las.  

Dessa forma o aprofundamento no estudo das equações diferenciais merece 
destaque, haja visto da diversidade de aplicações em diferentes campos do 
conhecimento. A Fig. (5) elucida um exemplo de como se comporta uma roda do 
veículo ao passar por um obstáculo. 
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Figura 5 - Gráfico obtido no Simulink. Fonte: Própria  

4 |  CONCLUSÃO 

Baseado no que foi exposto acima, pode-se considerar viável o uso do modelo 
simplificado (ou clássico) de 1/4 de veículo para análises preliminares da resposta no 
domínio do tempo, apenas para a massa suspensa e como referência. 

Já que o modelo representado é Quarter-Car, e é um modelo idealizado, não 
leva em consideração parâmetros importantes para a total compreensão do seu 
comportamento como o amortecimento das buchas da suspensão, o amortecimento 
por histerese do pneu e até mesmo o amortecimento intrínseco à mola.  

Entretanto, na tentativa de chegar a uma idealização que se aproxime do sistema 
criticamente amortecido (necessário para que haja o maior tempo de contato do pneu 
com o solo) pode-se utilizar uma fração do amortecimento crítico, a chamada taxa 
de amortecimento ou fator de amortecimento e assim idealizam os amortecimentos 
embutidos.  
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