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APRESENTACAO

A Engenharia Mecéanica pode ser definida como o ramo da engenharia que aplica
0s principios de fisica e ciéncia dos materiais para a concepg¢ao, analise, fabricacéo e
manuteng¢ado de sistemas mecanicos

Nos dias atuais a busca pela redugdo de custos, aliado a qualidade final dos
produtos € um marco na sobrevivéncia das empresas. Nesta obra é conciliada duas
atividades essenciais a um engenheiro mecanico: Projetos e Simulagao.

E possivel observar que na Gltima década, a area de projetos e simulagédo vem
ganhando amplo destaque, pois através de simulagcées pode-se otimizar os projetos
realizados, reduzindo o tempo de execucéo, a utilizagdo de materiais e os custos finais.

Dessa forma, séo apresentados trabalhos tedricos e resultados praticos de
diferentes formas de aplicacdo e abordagens nos projetos dentro da grande area das
engenharias.

Trabalhos envolvendo simulagdes numéricas, tiveram um grande avanco devido
a insercdo de novos softwares dedicados a areas especificas, auxiliando o projetista
em suas funcdes. Sabe-los utilizar de uma maneira eficaz e eficiente € um dos desafios
dos novos engenheiros.

Neste livro sdo apresentados varios trabalhos, alguns com resultados praticos,
sobre simulagdes em varios campos da engenharia industrial, elementos de maquinas
e projetos de bancadas praticas.

Um compendio de temas e abordagens que constituem a base de conhecimento
de profissionais que se dedicam a projetar e fabricar sistemas mecanicos e industriais.

Boa leitura

Henrique Ajuz Holzmann
Joao Dallamuta
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CAPITULO 4

INFLUENCIA DA DISCRETIZACOES ESPACIAL E TEMPORAL
EM PROBLEMA PURAMENTE ADVECTIVO

Thiago Fernando Santiago de Freitas
Universidade Federal de Goias, Escola de
Engenharia Elétrica, Mecéanica e de Computacao,
Goiania, GO.

Andreia Aoyagui Nascimento

Universidade Federal de Goias, Escola de
Engenharia Elétrica, Mecanica e de Computacgao,
Goiania, GO

RESUMO: Este trabalho aborda solugdao da
equacao de Burgers unidimensional e condi¢ao
de contorno periddica, para um escoamento
inviscido. O codigo desenvolvido é baseado no
método dos Volumes Finitos de 2% ordem, com
trés diferentes métodos de avanco temporal:
método de Euler, método de Runge-Kutta de
quarta ordem e o método de Lax-Friedrichs
todos explicitos no tempo. No presente
trabalho sdo analisados os erros gerados
pelas discretizagcbes, espacial e temporal. Os
resultados, qualitativos e quantitativos, sao
mostrados e discutidos, abrangendo a ordem
de convergéncia numérica para os trés métodos
de avancgo temporais e o custo computacional
de cada simulagao.

PALAVRAS-CHAVE: Método dos volumes
finitos, equacdo de  adveccédo-difuséo,
unidimensional, diferentes avangos temporais.

ABSTRACT: This present work approaches the
solution of Burgers equation, at one-dimension
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problem, using periodic boundary condition and
inviscid fluid. The numerical procedure is based
on a finite-volume method and second order
discretization, furthermore three different time
advances were implemented: Euler method,
Runge-Kutta fourth order method and Lax-
Friedrichs method, all of them explicit in time.
In the present paper, errors generated by space
and time discretization. The qualitative and
quantitative results are shown and discussed,
for different mesh, which allowed obtain
convergence numeric order to three different
advancement temporal and the computational
cost of each simulation.

KEYWORDS: finite volume method, advection
- diffusion equation, one-dimension, different
advancement temporal.

INTRODUCAO

Os problemas de engenharia podem ser
resolvidos de trés formas: experimentalmente,
numericamente e por solucbes analiticas. As
solugdes analiticas possuem a vantagem de
conceber resultados exatos, porém esse tipo de
resolucéo fica restrito a situagdes, modelagens
e geometrias muito simples, gerando assim
resultados totalmente de acordo com a
modelagem do problema, mas né&o retratando

o fenébmeno real modelado. A medida que
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a modelagem do problema se aproxima da situacéo real, e caso esta modele um
fenbmeno que aceite poucas simplificacdes, a obtencéo da solugdo analitica tende
a se tornar cada vez mais onerosa podendo até se tornar impossivel com métodos
matematicos conhecidos, isso é realidade se considerado fendbmenos turbulentos.

Uma outra alternativa para a solu¢ao de problemas de engenharia sdo os métodos
experimentais, estes apresentam uma grande vantagem que é a nao dependéncia
de modelos mateméaticos para que se obtenha resultados satisfatorios, ja que ha o
contato direto com o fenbmeno estudado ou um equivalente em laboratério, entretanto
a qualidade dos resultados obtidos estdo atrelada a qualidade dos equipamentos de
medicao, a correta concepcao do experimento e o correto processamento de dados.
Ha ainda a impossibilidade de conseguir a reproducéo adequado dos fendmenos em
laboratério (Patankar, 1980).

Finalmente, existem as solu¢gées numéricas. Elas conseguem gerar respostas
muito mais completas do que métodos experimentais e sdo capazes de resolver
modelos matematicos e/ou geometrias complexas ao contrario das solugdes analiticas,
mesmo que apresentem erros numeéricos inerentes as solu¢gées numeéricas. O uso de
técnicas numéricas para a solugao de problemas complexos de engenharia e da fisica
€ hoje uma

Simula¢des numéricas apresentam fundamentalmente dois tipos de erros: o erro
numeérico, associado a resolu¢cdo numérica das equacgdes diferenciais, e o erro fisico,
ligado as diferencas entre a resolugéo das equacdes diferenciais e o fendbmeno fisico
de interesse. A fim de se atestar que uma simulagao é satisfatéria faz se necessario,
verificacdo numérica e a validacéo fisica. A validagdo numérica atesta a qualidade do
método numérico e a fisica atesta 0 modelo matematico usado.

O método numérico tem a funcéo de transformar as equagdes diferenciais do
modelo matematico para equacdes algébricas que serdo definidas para particbes do
dominio, ao realizar o refinamento das malhas (elevar a quantidade de particdes do
dominio) as equacdes algébricas fornecem resultados mais precisos.

A formulacao no tempo das discretizacbes influenciar bastante na resolucao
numérica do modelo. Basicamente ha trés formulagdes mais utilizadas: a explicita,
a implicita e a de Crank-Nicolson (Semi-Implicita). Na formulacdo explicita os
valores das variaveis estdo explicitos no tempo, na formulacdo implicita os valores
de variaveis utilizados para os calculos estdo no tempo da frente, e na formulagéao
Crank-Nicolson os valores das variaveis séo obtidos pelas combinacées de ambas
formulagcdes supracitadas, i.e. esta € uma formulacdo hibrida que utilizas ambos os
valores, Fortuna, (2000) e Maliska, (1995).

TRABALHOS RELACIONADOS

Nascimento et al. (2011) apresentam uma analise comparativa entre dois
métodos numéricos: o0 método dos volumes finitos (MVF) e o método Pseudoespectral
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de Fourier (MPEFO), para solu¢ao da equacédo de equacéo da difusao térmica, com
solugcdo manufaturada, transiente, peridédica, unidimensional, com trés diferentes
incrementos temporais e quatro malhas diferentes. Neste trabalho os resultados levam
em conta o custo computacional e a ordem de convergéncia para uma condi¢ao inicial
de distribuicdo de temperatura continua

Rafael et al. (2012) mostram uma analise de erros para a equacao de advecgao-
difusdo utilizando o MVF. Uma analise a priori foi feita pela expanséo de Taylor e
uma estimativa dos erros de discretizacéo é feita, comparando os valores obtidos da
simulacdo com a solugao analitica.

Nascimento et al. (2014) relatam em seu trabalho uma comparacéo entre o
método dos Volumes Finitos e 0 método Pseudoespectral de Fourier para solu¢ao da
equacédo de equacéao de adveccgéao-difusdo, com solugdo manufaturada descontinua,
transiente, periddica, unidimensional. O artigo também aborda a influéncia da fronteira
imersa no MPEFO tanto na acuracia quanto na ordem de convergéncia numérica.

O presente trabalho empregou o MVF de 22 ordem, unidimensional com condicéo
de contorno periédica, para solucdo de uma equacéo analitica (Senoide). Os resultados
do presente trabalho abordam trés distintos métodos de avanco temporal: Método de
Euler (ME), Método de Lax-Friedrichs (MLF) e Método de Runge-Kutta de 4% ordem
(MRK4) e os erros sdo comparados.

PROBLEMA FiSICO

O problema fisico consiste no estudo da propagacdo de uma onda continua,
ou seja, uma funcéo senoidal, como apresentado na Figura 1, em um dominio cujo
comprimento possui valor de 2m [m].

A equacéo 1 apresenta a funcéo utilizada, em que u(x) é a velocidade do fluido
na direcao horizontal [m/s] e x € o comprimento do dominio [m],

u(x) = sin(x) )

1,0+

0,5
@
E 00
3
-0,5_
-110 R B B L DL L BRI B L B
00 1,0 20 30 40 50 60

X (m)

Figura 1. Condigao Inicial
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O movimento do fluido ao longo do tempo foi simulado segundo a equacéo de
adveccao-difusao ilustrada pela Eqg. 2. Em que u se refere a velocidade do fluido, t o
tempo, c a velocidade de adveccéo do fluido, x representa o dominio e v a viscosidade
cinematica do fluido.

MODELAGEM MATEMATICA

A movimentagcdo de um fluido Newtoniano, incompressivel, isotérmico e com
propriedades constantes, € dada pela equacéo de Navier-Stokes Eq. 2,

2yVVV = —1/pVP+ VW2V,
Dt (2)

onde P é a presséo, p € a massa especifica e V € a viscosidade cinematica.
Considerando que nao haja forca externa, pode-se omitir o termo de pressao, para
apenas uma direcao tem-se a Equacao de Adveccao-Difusdo denominada de Equacao
de Burgers (Eq. 3)

du i du v 9%u

at ax —  ox? ()

; . . du
onde esta presente trés termos: o termo transiente, o
2

e . a*u
, € o0 termo difusivo, v —.
92%x

. u
o termo advectivo, ¢ P

Para um escoamento inviscido, ou seja, viscosidade cinematica possui o valor
zero, tém-se a equacgao de Burgers inviscido, Eq. 4

wt e, = 0. @
Assim a equacéo 3 torna-se puramente advectiva, onde a velocidade de advecgéo
é de ¢ = —1. Assim 0 modelo matematico da Eq. 4 pode ser simplificado para a Eq. 5,
du _ du
at ax’ (5)

MODELAGEM NUMERICA

Afimderesolver a solu¢cao matematica apresenta por meio do método dos volumes
finitos, é necessario a realizagdo da discretizagdo do dominio, ou seja, transforma-lo
do continuo para o discreto com dimensao do volume de Ax, dada pela Eq. 6, onde L
€ valor do comprimento de dominio € N € o numero de divisdbes do dominio.

L
X =—
N-1 (6)
Na Figura 2 mostra o esquema de discretizacdo do dominio, onde P, W e E
se referem ao: volume principal, volume posicionado a oeste do volume principal, e
volume posicionado a leste do centro do volume principal, respectivamente. As faces
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do volume principal séo, designados w e e, que representam a fronteira posicionada a
oeste e leste do volume principal (Maliska, 1995).

Ax

s -
-< >

e

woo )P

\ ) | /
Volumes Ficticios ou Fantasmas

FIGURA 2. Esquema de Volumes Finitos

Aplicando o método de volumes finitos na Eq. 5, obtém-se a EqQ. 8 que representa
0 processo de integracéo ao longo do tempo e ao longo do comprimento do volume
principal,

ft+AtJ-ea_ud dt = f£+Atfea_ud dt. o

Resolvendo a Eq. 7 e reorganizando,

At
u =—(u,—uy) +u
t+At,P Ax L€ w L,P (8)
onde At é o incremento temporal, Ue € U, sado as velocidades presentes nas
faces do volume principal, para obter o seu valor foi feito uso do método das diferencas

centrais (CDS), Eq. 9 e Eq. 10

_UE+'U.p

¢ 27 (9
u __ uptuy
v 2 " (10)

Substituindo as Eq. 9 - 10 na Eq. 8 e reorganizando tém-se,
Uppatp = Ugp T %(HE = Uy), 1)
A Equacao 12 representa a discretizacédo da Eqg. 7 pelo método de avanco
temporal, Lax-Friedrichs,
Upppr = M‘F_(UE U). (12
O primeiro termo da Eq. 12 gera estabilidade segundo o método de estabilidade
de von Neumann, entretanto a estabilidade é obtida incorporando uma difusidade
numeérica na solucdo. Para que o efeito difusivo ndo gere imenso impacto na solucéo
numeérica, utilizou um numero de Courant (CFL) igual a 1,0 o qual deve ser igual ou
menor que a unidade para se ter acuracia (Anderson, 1995).
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As Equacgdes 13-17 representam as equacgdes usadas para implementacéo do
método de Runge-Kutta de 4? ordem,

K, = (ug—uw)

K, = (ug—uw) + AtKy

2Ax 2 (14)
_ (ug—uw) , MK,
K3 - 240x% + 2 ’ (15)

_ (HE—Hw)
Ky = —E—1= + AtkK;, -

At
Utsarp = Utp + z(]ﬁ + 2K, + 2K5 + K,). a7)

O incremento temporal foi dado pela Eq. 17,

At = CFL Ax. (18)

Os valores CFL para cada simulagdo numérica estao presentes na Tabela 1.

Avancos temporais CFL
ME 10+

MRK4 10+

MLF 1,0

TABELA 1. Avancos temporais de cada método numérico

Os erros numéricos, foram calculados pela norma L2, Eq. 19, para uma malha
de 32, 64, 128 e 256 volumes. Os termos ua, u e N se referem, respectivamente,
a velocidade para a solugcao analitica, a velocidade para a solu¢do numérica e ao
numero de divisbes do dominio,

L2 = JEii‘al(uam—u(a)z

N " (19)
Parametros de simulacéo Variaveis valores
Comprimento do dominio L [m] 2mn
Numero de divisdes N 32, 64, 128 e 256
Tempo final t [s] ™2

Tabela 2. Par&dmetros de simulagéo

RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados obtidos pela simulagao com o uso dos valores presentes na Tabela
1 e na Tabela 2, estdo apresentados nas Figuras 3 - 5.




A Figura 3 ilustra os resultados obtidos para: a condicdo inicial, o0 método de
Euler (ME), o0 método de Runge-Kutta 4°ordem (MRK4) e a solucéo analitica em
t=15 [S]para N = 64. Nota-se que ambas as solugcbes numéricas obtiveram
resultados extremamente prdéximos a solucéo analitica, mantendo os mesmos valores
presentes das amplitudes (picos e vales) em 1,0 [m/s], ou seja, para ambos n&o ocorre
perda dissipativa.
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FIGURA 3. Comparativo entre MRK4(m), ME(4), solucdo analitica(x) e condicao inicial (=)

Utilizando a soluc&o pelo método de Lax-Friedrichs (MLF), ilustrados na Figura 4,
para t=1,5[s] e N = 64. Nota-se um significativo erro entre a solugdo numérica e a
analitica. Pode-se notar que para problemas puramente advectivos, MLF acrescenta
erros de carater difusivo, retardando a velocidade de propagac¢éo da velocidade, como
esperado.
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FIGURA 4. Comparativo entre MLF (o), solugéo analitica(x) e condigao inicial (-)

A Figura 5 apresenta os resultados de erro obtido a partir da norma L2, onde
a primeira ordem (O_1) e segunda ordem (O_2) de convergéncia. Observa-se que
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mesmo ao refinar a malha, os ME e MRK4 apresentam a tendéncia semelhantes a 22

ordem (O_2).
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Figura 5. Ordem de Convergéncia: MRK4 (m), ME (a) e MLF (o)

Pode-se concluir que ao utilizar ME com CFL = 10 #, a solugao apresentou erros
mais significativos oriundos da discretizagcdo do espacial, a qual foi utilizada MVF de
2% Ordem. Por outro lado, ao utilizar um avancgo temporal de ordem maior, MRK4, nao
ocorreu variagdo na ordem de decaimento mantendo-se 2% ordem de decaimento.
Portanto, mesmo utilizando o MRK4 e CFL = 10 *#, os erros na simulagdo ainda sao
mais significativos na discretizacéo espacial.

Ainda na Figura 5, observa-se que para a solugdo com MLF a solugéo tende a
12 ordem (O_1) de decaimento, devido a viscosidade artificial inserida pelo presente
método na solugdo numérica.

Método de avancgo temporal N=32 N=64 N=128 N=256
ME 0,207 0,788 2,501 10,108

MRK4 0,340 1,322 3,412 14,264

MLF 0,003 0.005 0,014 0,043

Tabela 3. Custo computacional, em segundos, por métodos de avan¢o temporal

A Tabela 3 apresenta os custos computacionais das simulacdes realizadas, os
valores foram obtidos com um processador Core i5-7200U 2.5 GHz Turbo Boost up
para clock de 3.1 Ghz. O avango temporal pelo MLF apresenta valores muito baixos
comparando com ME e o MRK4, isso deve-se em parte, ao CFL =1,0, o que torna
0 incremento temporal superior ao utilizados para os demais métodos. O custo
computacional para o avango temporal ME apresentou valor inferior ao custo obtido
pelo uso do MRK4, como ja era esperado, visto que o0 MRK4 é subdivido em 4 etapas
enquanto o ME é feito em apenas uma etapa.
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Observando os valores de custo computacional na Tabela 3 nota-se que o custo
é elevado em aproximadamente 64% ao modificar método de avango no tempo, i.e.
modificando de ME para MRK4 e mantendo a mesma malha de 32 volumes, ao dobrar o
nuamero de pontos o custo computacional eleva-se novamente para aproximadamente
68% e reduzindo para 36% para uma malha com 128 volumes e 41% para uma malha
de 256 volumes. Assim pode-se concluir que para o mesmo CFL, e uma malha acima
de 128 volumes, para o problema proposto, o ME apresentou-se com melhor do que
o MRK4 por consumir menos tempo computacional, apresentar mesma ordem de
convergéncia numérica e erros muito semelhantes ao MRK4

CONCLUSAO

Com base nos resultados obtidos entende-se que o método de Euler para a
resolugcao de um problema puramente advectivo apresenta estabilidade com o uso de
incrementos temporais com valores inferiores aos métodos: MRK4 e MLF.

Com base nos resultados obtidos com a implementacdo do método de Runge-
Kutta 4% Ordem pode-se concluir que, a principal fonte de erros das simulag¢des esta
presente na discretizacédo espacial. Consequentemente para ordens de convergéncia
mais altas, entende-se que sejam necessarias ordem de discretiza¢gdes maiores.

Os custos computacionais utilizando o MRK4 foram os maiores, isso se explica
devido a este método utilizar de quatro passos a mais do que os demais testados.

Ainda com base no custo computacional, conclui-se que para o problema proposto
o método de Euler explicito apresenta-se maior vantagens do que o método Runge-
Kutta 42 ordem.
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