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APRESENTAÇÃO

A Engenharia Mecânica pode ser definida como o ramo da engenharia que aplica 
os princípios de física e ciência dos materiais para a concepção, análise, fabricação e 
manutenção de sistemas mecânicos

Nos dias atuais a busca pela redução de custos, aliado a qualidade final dos 
produtos é um marco na sobrevivência das empresas. Nesta obra é conciliada duas 
atividades essenciais a um engenheiro mecânico: Projetos e Simulação.  

É possível observar que na última década, a área de projetos e simulação vem 
ganhando amplo destaque, pois através de simulações pode-se otimizar os projetos 
realizados, reduzindo o tempo de execução, a utilização de materiais e os custos finais. 

Dessa forma, são apresentados trabalhos teóricos e resultados práticos de 
diferentes formas de aplicação e abordagens nos projetos dentro da grande área das 
engenharias.

Trabalhos envolvendo simulações numéricas, tiveram um grande avanço devido 
a inserção de novos softwares dedicados a áreas específicas, auxiliando o projetista 
em suas funções. Sabe-los utilizar de uma maneira eficaz e eficiente é um dos desafios 
dos novos engenheiros.

Neste livro são apresentados vários trabalhos, alguns com resultados práticos, 
sobre simulações em vários campos da engenharia industrial, elementos de maquinas 
e projetos de bancadas práticas.

Um compendio de temas e abordagens que constituem a base de conhecimento 
de profissionais que se dedicam a projetar e fabricar sistemas mecânicos e industriais. 

Boa leitura

Henrique Ajuz Holzmann
João Dallamuta  
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INFLUÊNCIA DA DISCRETIZAÇÕES ESPACIAL E TEMPORAL 
EM PROBLEMA PURAMENTE ADVECTIVO

CAPÍTULO 4
doi

Thiago Fernando Santiago de Freitas 
Universidade Federal de Goiás, Escola de 

Engenharia Elétrica, Mecânica e de Computação, 
Goiânia, GO. 

Andreia Aoyagui Nascimento
Universidade Federal de Goiás, Escola de 

Engenharia Elétrica, Mecânica e de Computação, 
Goiânia, GO 

RESUMO: Este trabalho aborda solução da 
equação de Burgers unidimensional e condição 
de contorno periódica, para um escoamento 
invíscido. O código desenvolvido é baseado no 
método dos Volumes Finitos de 2ª ordem, com 
três diferentes métodos de avanço temporal: 
método de Euler, método de Runge-Kutta de 
quarta ordem e o método de Lax-Friedrichs 
todos explícitos no tempo. No presente 
trabalho são analisados os erros gerados 
pelas discretizações, espacial e temporal. Os 
resultados, qualitativos e quantitativos, são 
mostrados e discutidos, abrangendo a ordem 
de convergência numérica para os três métodos 
de avanço temporais e o custo computacional 
de cada simulação.
PALAVRAS-CHAVE: Método dos volumes 
finitos, equação de advecção-difusão, 
unidimensional, diferentes avanços temporais.

ABSTRACT: This present work approaches the 
solution of Burgers equation, at one-dimension 

problem, using periodic boundary condition and 
inviscid fluid. The numerical procedure is based 
on a finite-volume method and second order 
discretization, furthermore three different time 
advances were implemented: Euler method, 
Runge-Kutta fourth order method and Lax-
Friedrichs method, all of them explicit in time. 
In the present paper, errors generated by space 
and time discretization. The qualitative and 
quantitative results are shown and discussed, 
for different mesh, which allowed obtain 
convergence numeric order to three different 
advancement temporal and the computational 
cost of each simulation.
KEYWORDS: finite volume method, advection 
- diffusion equation, one-dimension, different 
advancement temporal.

INTRODUÇÃO 

Os problemas de engenharia podem ser 
resolvidos de três formas: experimentalmente, 
numericamente e por soluções analíticas. As 
soluções analíticas possuem a vantagem de 
conceber resultados exatos, porém esse tipo de 
resolução fica restrito a situações, modelagens 
e geometrias muito simples, gerando assim 
resultados totalmente de acordo com a 
modelagem do problema, mas não retratando 
o fenômeno real modelado. A medida que 
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a modelagem do problema se aproxima da situação real, e caso esta modele um 
fenômeno que aceite poucas simplificações, a obtenção da solução analítica tende 
a se tornar cada vez mais onerosa podendo até se tornar impossível com métodos 
matemáticos conhecidos, isso é realidade se considerado fenômenos turbulentos.  

Uma outra alternativa para a solução de problemas de engenharia são os métodos 
experimentais, estes apresentam uma grande vantagem que é a não dependência 
de modelos matemáticos para que se obtenha resultados satisfatórios, já que há o 
contato direto com o fenômeno estudado ou um equivalente em laboratório, entretanto 
a qualidade dos resultados obtidos estão atrelada à qualidade dos equipamentos de 
medição, a correta concepção do experimento e o correto processamento de dados. 
Há ainda a impossibilidade de conseguir a reprodução adequado dos fenômenos em 
laboratório (Patankar, 1980).

Finalmente, existem as soluções numéricas. Elas conseguem gerar respostas 
muito mais completas do que métodos experimentais e são capazes de resolver 
modelos matemáticos e/ou geometrias complexas ao contrário das soluções analíticas, 
mesmo que apresentem erros numéricos inerentes as soluções numéricas. O uso de 
técnicas numéricas para a solução de problemas complexos de engenharia e da física 
é hoje uma 

Simulações numéricas apresentam fundamentalmente dois tipos de erros: o erro 
numérico, associado a resolução numérica das equações diferenciais, e o erro físico, 
ligado as diferenças entre a resolução das equações diferenciais e o fenômeno físico 
de interesse. A fim de se atestar que uma simulação é satisfatória faz se necessário, 
verificaçâo numérica e a validação física. A validação numérica atesta a qualidade do 
método numérico e a física atesta o modelo matemático usado.

O método numérico tem a função de transformar as equações diferenciais do 
modelo matemático para equações algébricas que serão definidas para partições do 
domínio, ao realizar o refinamento das malhas (elevar a quantidade de partições do 
domínio) as equações algébricas fornecem resultados mais precisos. 

A formulação no tempo das discretizações influenciar bastante na resolução 
numérica do modelo. Basicamente há três formulações mais utilizadas: a explícita, 
a implícita e a de Crank-Nicolson (Semi-Implícita). Na formulação explícita os 
valores das variáveis estão explícitos no tempo, na formulação implícita os valores 
de variáveis utilizados para os cálculos estão no tempo da frente, e na formulação 
Crank-Nicolson os valores das variáveis são obtidos pelas combinações de ambas 
formulações supracitadas, i.e. esta é uma formulação híbrida que utilizas ambos os 
valores, Fortuna, (2000) e Maliska, (1995). 

TRABALHOS RELACIONADOS 

Nascimento et al. (2011) apresentam uma análise comparativa entre dois 
métodos numéricos: o método dos volumes finitos (MVF) e o método Pseudoespectral 
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de Fourier (MPEFO), para solução da equação de equação da difusão térmica, com 
solução manufaturada, transiente, periódica, unidimensional, com três diferentes 
incrementos temporais e quatro malhas diferentes. Neste trabalho os resultados levam 
em conta o custo computacional e a ordem de convergência para uma condição inicial 
de distribuição de temperatura contínua

Rafael et al. (2012) mostram uma análise de erros para a equação de advecção-
difusão utilizando o MVF. Uma análise a priori foi feita pela expansão de Taylor e 
uma estimativa dos erros de discretização é feita, comparando os valores obtidos da 
simulação com a solução analítica.

Nascimento et al. (2014) relatam em seu trabalho uma comparação entre o 
método dos Volumes Finitos e o método Pseudoespectral de Fourier para solução da 
equação de equação de advecção-difusão, com solução manufaturada descontínua, 
transiente, periódica, unidimensional. O artigo também aborda a influência da fronteira 
imersa no MPEFO tanto na acurácia quanto na ordem de convergência numérica.

O presente trabalho empregou o MVF de 2ª ordem, unidimensional com condição 
de contorno periódica, para solução de uma equação analítica (Senoide). Os resultados 
do presente trabalho abordam três distintos métodos de avanço temporal: Método de 
Euler (ME), Método de Lax-Friedrichs (MLF) e Método de Runge-Kutta de 4ª ordem 
(MRK4) e os erros são comparados. 

PROBLEMA FÍSICO 

O problema físico consiste no estudo da propagação de uma onda contínua, 
ou seja, uma função senoidal, como apresentado na Figura 1, em um domínio cujo 
comprimento possui valor de  . 

A equação 1 apresenta a função utilizada, em que u(x) é a velocidade do fluido 
na direção horizontal [m/s] e x é o comprimento do domínio [m], 

  (1)

Figura 1. Condição Inicial



Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecânica 2 Capítulo 4 46

O movimento do fluido ao longo do tempo foi simulado segundo a equação de 
advecção-difusão ilustrada pela Eq. 2. Em que u se refere a velocidade do fluido, t o 
tempo, c a velocidade de advecção do fluido, x representa o domínio e ν a viscosidade 
cinemática do fluido.

MODELAGEM MATEMÁTICA 

A movimentação de um fluido Newtoniano, incompressível, isotérmico e com 
propriedades constantes, é dada pela equação de Navier-Stokes Eq. 2,

  (2)

onde P é a pressão, ρ é a massa específica e  é a viscosidade cinemática. 
Considerando que não haja força externa, pode-se omitir o termo de pressão, para 
apenas uma direção tem-se a Equação de Advecção-Difusão denominada de Equação 
de Burgers (Eq. 3)

  (3)

onde está presente três termos: o termo transiente, , o termo advectivo, 

, e o termo difusivo, . 

Para um escoamento invíscido, ou seja, viscosidade cinemática possui o valor 
zero, têm-se a equação de Burgers invíscido, Eq. 4 

  (4)

Assim a equação 3 torna-se puramente advectiva, onde a velocidade de advecção 
é de . Assim o modelo matemático da Eq. 4 pode ser simplificado para a Eq. 5,

  (5)

MODELAGEM NUMÉRICA 

A fim de resolver a solução matemática apresenta por meio do método dos volumes 
finitos, é necessário a realização da discretização do domínio, ou seja, transformá-lo 
do contínuo para o discreto com dimensão do volume de , dada pela Eq. 6, onde L 
é valor do comprimento de domínio e N é o número de divisões do domínio. 

  (6)

Na Figura 2 mostra o esquema de discretização do domínio, onde P, W e E 
se referem ao: volume principal, volume posicionado a oeste do volume principal, e 
volume posicionado a leste do centro do volume principal, respectivamente. As faces 
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do volume principal são, designados w e e, que representam a fronteira posicionada a 
oeste e leste do volume principal (Maliska, 1995). 

FIGURA 2. Esquema de Volumes Finitos

Aplicando o método de volumes finitos na Eq. 5, obtém-se a Eq. 8 que representa 
o processo de integração ao longo do tempo e ao longo do comprimento do volume 
principal, 

  (7)

Resolvendo a Eq. 7 e reorganizando,

   (8)

onde  é o incremento temporal,   são as velocidades presentes nas 
faces do volume principal, para obter o seu valor foi feito uso do método das diferenças 
centrais (CDS), Eq. 9 e Eq. 10

   (9)

   (10)

Substituindo as Eq. 9 - 10 na Eq. 8 e reorganizando têm-se,

  (11)

A Equação 12 representa a discretização da Eq. 7 pelo método de avanço 
temporal, Lax-Friedrichs,

   (12)

O primeiro termo da Eq. 12 gera estabilidade segundo o método de estabilidade 
de von Neumann, entretanto a estabilidade é obtida incorporando uma difusidade 
numérica na solução. Para que o efeito difusivo não gere imenso impacto na solução 
numérica, utilizou um número de Courant (CFL) igual a 1,0 o qual deve ser igual ou 
menor que a unidade para se ter acurácia (Anderson, 1995).
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As Equações 13-17 representam as equações usadas para implementação do 
método de Runge-Kutta de 4ª ordem,

  (13)

  (14)

  (15)

   (16)

   (17)

O incremento temporal foi dado pela Eq. 17,

   (18)

Os valores CFL para cada simulação numérica estão presentes na Tabela 1.

Avanços temporais CFL
ME 10 -4

MRK4 10 -4

MLF 1,0

TABELA 1.  Avanços temporais de cada método numérico

Os erros numéricos, foram calculados pela norma L2, Eq. 19, para uma malha 
de 32, 64, 128 e 256 volumes. Os termos ua, u e N se referem, respectivamente, 
a velocidade para a solução analítica, a velocidade para a solução numérica e ao 
número de divisões do domínio,

   (19)

Parâmetros de simulação Variáveis valores

Comprimento do domínio L [m] 2π
Número de divisões N 32, 64, 128 e 256

Tempo final t [s] π\2

Tabela 2. Parâmetros de simulação

RESULTADOS E DISCUSSÃO

Os resultados obtidos pela simulação com o uso dos valores presentes na Tabela 
1 e na Tabela 2, estão apresentados nas Figuras 3 - 5.
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A Figura 3 ilustra os resultados obtidos para: a condição inicial, o método de 
Euler (ME), o método de Runge-Kutta 4ªordem (MRK4) e a solução analítica em 

para N = 64. Nota-se que ambas as soluções numéricas obtiveram 
resultados extremamente próximos a solução analítica, mantendo os mesmos valores 
presentes das amplitudes (picos e vales) em 1,0 [m/s], ou seja, para ambos não ocorre 
perda dissipativa.

FIGURA 3. Comparativo entre MRK4(∎), ME(▲), solução analítica(x) e condição inicial (−)

Utilizando a solução pelo método de Lax-Friedrichs (MLF), ilustrados na Figura 4, 
para  . Nota-se um significativo erro entre a solução numérica e a 
analítica. Pode-se notar que para problemas puramente advectivos, MLF acrescenta 
erros de caráter difusivo, retardando a velocidade de propagação da velocidade, como 
esperado.

FIGURA 4. Comparativo entre MLF (●), solução analítica(x) e condição inicial (−)

A Figura 5 apresenta os resultados de erro obtido a partir da norma L2, onde 
a primeira ordem (O_1) e segunda ordem (O_2) de convergência. Observa-se que 



Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecânica 2 Capítulo 4 50

mesmo ao refinar a malha, os ME e MRK4 apresentam a tendência semelhantes a 2ª 
ordem (O_2). 

Figura 5. Ordem de Convergência: MRK4 (∎), ME (▲) e MLF (●)

Pode-se concluir que ao utilizar ME com CFL = 10 -4, a solução apresentou erros 
mais significativos oriundos da discretização do espacial, a qual foi utilizada MVF de 
2ª Ordem. Por outro lado, ao utilizar um avanço temporal de ordem maior, MRK4, não 
ocorreu variação na ordem de decaimento mantendo-se 2ª ordem de decaimento. 
Portanto, mesmo utilizando o MRK4 e CFL = 10 -4, os erros na simulação ainda são 
mais significativos na discretização espacial.

Ainda na Figura 5, observa-se que para a solução com MLF a solução tende a 
1ª ordem (O_1) de decaimento, devido à viscosidade artificial inserida pelo presente 
método na solução numérica.

Método de avanço temporal N=32 N=64 N=128 N=256

ME 0,207 0,788 2,501 10,108

MRK4 0,340 1,322 3,412 14,264

MLF 0,003 0.005 0,014 0,043

Tabela 3. Custo computacional, em segundos, por métodos de avanço temporal

A Tabela 3 apresenta os custos computacionais das simulações realizadas, os 
valores foram obtidos com um processador Core i5-7200U 2.5 GHz Turbo Boost up 
para clock de 3.1 Ghz. O avanço temporal pelo MLF apresenta valores muito baixos 
comparando com ME e o MRK4, isso deve-se em parte, ao CFL =1,0, o que torna 
o incremento temporal superior ao utilizados para os demais métodos. O custo 
computacional para o avanço temporal ME apresentou valor inferior ao custo obtido 
pelo uso do MRK4, como já era esperado, visto que o MRK4 é subdivido em 4 etapas 
enquanto o ME é feito em apenas uma etapa.
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Observando os valores de custo computacional na Tabela 3 nota-se que o custo 
é elevado em aproximadamente 64% ao modificar método de avanço no tempo, i.e. 
modificando de ME para MRK4 e mantendo a mesma malha de 32 volumes, ao dobrar o 
número de pontos o custo computacional eleva-se novamente para aproximadamente 
68% e reduzindo para 36% para uma malha com 128 volumes e 41% para uma malha 
de 256 volumes. Assim pode-se concluir que para o mesmo CFL, e uma malha acima 
de 128 volumes, para o problema proposto, o ME apresentou-se com melhor do que 
o MRK4 por consumir menos tempo computacional, apresentar mesma ordem de 
convergência numérica e erros muito semelhantes ao MRK4

CONCLUSÃO

Com base nos resultados obtidos entende-se que o método de Euler para a 
resolução de um problema puramente advectivo apresenta estabilidade com o uso de 
incrementos temporais com valores inferiores aos métodos: MRK4 e MLF. 

Com base nos resultados obtidos com a implementação do método de Runge-
Kutta 4ª Ordem pode-se concluir que, a principal fonte de erros das simulações está 
presente na discretização espacial. Consequentemente para ordens de convergência 
mais altas, entende-se que sejam necessárias ordem de discretizações maiores. 

Os custos computacionais utilizando o MRK4 foram os maiores, isso se explica 
devido a este método utilizar de quatro passos a mais do que os demais testados.

Ainda com base no custo computacional, conclui-se que para o problema proposto 
o método de Euler explicito apresenta-se maior vantagens do que o método Runge-
Kutta 4ª ordem.
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