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APRESENTAÇÃO

A obra “A produção do conhecimento nas Ciências Exatas e da Terra” aborda 
uma série de livros de publicação da Atena Editora, em seu II volume, apresenta, em 
seus 21 capítulos, discussões de diversas abordagens acerca do ensino e educação.

As Ciências Exatas e da Terra englobam, atualmente, alguns dos campos mais 
promissores em termos de pesquisas atuais. Estas ciências estudam as diversas 
relações existentes da Astronomia/Física; Biodiversidade; Ciências Biológicas; Ciência 
da Computação; Engenharias; Geociências; Matemática/ Probabilidade e Estatística 
e Química.

O conhecimento das mais diversas áreas possibilita o desenvolvimento das 
habilidades capazes de induzir mudanças de atitudes, resultando na construção de 
uma nova visão das relações do ser humano com o seu meio, e, portanto, gerando 
uma crescente demanda por profissionais atuantes nessas áreas.

A ideia moderna das Ciências Exatas e da Terra refere-se a um processo de 
avanço tecnológico, formulada no sentido positivo e natural, temporalmente progressivo 
e acumulativo, segue certas regras, etapas específicas e contínuas, de suposto caráter 
universal. Como se tem visto, a ideia não é só o termo descritivo de um processo e sim 
um artefato mensurador e normalizador de pesquisas.

Neste sentido, este volume é dedicado aos trabalhos relacionados a ensino 
e aprendizagem. A importância dos estudos dessa vertente, é notada no cerne da 
produção do conhecimento, tendo em vista o volume de artigos publicados. Nota-
se também uma preocupação dos profissionais de áreas afins em contribuir para o 
desenvolvimento e disseminação do conhecimento.

Os organizadores da Atena Editora, agradecem especialmente os autores dos 
diversos capítulos apresentados, parabenizam a dedicação e esforço de cada um, os 
quais viabilizaram a construção dessa obra no viés da temática apresentada.

Por fim, desejamos que esta obra, fruto do esforço de muitos, seja seminal para 
todos que vierem a utilizá-la.

Ingrid Aparecida Gomes
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CAPÍTULO 1
doi

APLICAÇÃO DA FUNÇÃO DENSIDADE COM DISTRIBUIÇÃO 
BETA EM UM AMBIENTE DE DESENVOLVIMENTO 

INTERVALAR

Dirceu Antonio Maraschin Junior
Universidade Federal de Pelotas, CDTec

Pelotas – RS 

Alice Fonseca Finger
Universidade Federal de Pelotas, CDTec

Pelotas – RS 

RESUMO: no trabalho com computação 
numérica em sistemas computacionais, 
números são representadas por aproximação 
e erros gerados por arredondamentos ou 
truncamentos podem levar a resultados 
incorretos. Ao utilizar intervalos, torna-se 
possível controlar a propagação desses erros, 
pois resultados intervalares carregam consigo 
a segurança de sua qualidade. Por sua vez, 
a implementação de algoritmos intervalares 
em sistemas computacionais se dá por meio 
do critério de semimorfismo, seguindo os 
conceitos da aritmética de exatidão máxima. 
Nesse domínio, foram sendo desenvolvidos 
pacotes que permitem o desenvolvimento de 
algoritmos para modelos numéricos que utilizam 
a matemática intervalar na sua estrutura, 
permitindo a busca de soluções numéricas 
com o máximo de exatidão. O IntPy é um 
pacote autovalidável para o desenvolvimento 
intervalar com suporte a diversas operações 
matemáticas predefinidas, implementado na 
linguagem de programação Python. Com 

isso, o presente trabalho tem como objetivo 
computar a função densidade de probabilidade 
com distribuição Beta utilizando entradas na 
forma real e intervalar para os parâmetros da 
função, obtendo seus respectivos resultados. 
Justifica-se, dessa maneira, o uso de um 
ambiente intervalar para se alcançar resultados 
numéricos com exatidão. Acrescenta-se que o 
resultado intervalar apresenta qualidade, pois 
possui um diâmetro pequeno, além de que o 
tempo de processamento se manteve próximo 
quando comparado à computação com entradas 
reais.
PALAVRAS-CHAVE: IntPy, exatidão, intervalos, 
pacote intervalar.

ABSTRACT: in working with numerical 
computations in computational systems, 
numbers are represented by approximation and 
errors generated by rounding or truncations 
can lead to incorrect results. The control 
the propagation of these errors is possible 
using intervals, because interval results carry 
with them the safety of their quality. In turn, 
the implementation of interval algorithms in 
computational systems occurs through the 
semimorphism criteria, following the concepts 
of arithmetic of maximum accuracy. In this 
domain, packages were developed that allow 
the development of algorithms for numerical 
models that use the interval mathematics in their 
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structure, allowing the search for numerical solutions with the maximum of accuracy. 
IntPy is a self-validating interval development package with support for several 
predefined mathematical operations implemented in Python programming language. 
Therefore, the present work aims to compute the probability density function with Beta 
distribution using real and interval inputs for the function parameters, obtaining their 
respective results. The use of an interval environment to obtain numerical results with 
accuracy is justified. Is added that the interval result has quality because it has a small 
diameter, besides that the processing time remained close when compared to the 
computation with real inputs.
KEYWORDS: IntPy, accuracy, intervals, interval package.

1 |  INTRODUÇÃO

A análise intervalar surgiu com o objetivo inicial de controlar a propagação de erros 
numéricos em procedimentos computacionais. O conceito de matemática intervalar é 
desenvolvido principalmente por Moore (1976), tendo como base o uso de intervalos 
fechados de números reais como elementos básicos. 

No estudo das variáveis aleatórias contínuas com distribuições, aplicadas 
sobre valores reais, um problema enfrentado é o cálculo de probabilidades, visto que 
se faz necessário resolver uma integral definida e seu valor resultante é dado por 
aproximação, sendo afetado por erros de arredondamento ou truncamento. 

A implementação de algoritmos na forma intervalar é realizada por meio do critério 
de semimorfismo, proposto por Kulisch e Miranker (2014). A partir de então, na busca 
por maior exatidão de resultados, considerando que o problema do controle de erro 
numérico pode ser feito pelo uso de intervalos, a implementação da aritmética intervalar 
é realizada utilizando a chamada aritmética de exatidão máxima, onde os resultados 
numéricos ou sejam um número de ponto flutuante ou estejam entre dois números 
em ponto flutuante consecutivos. Isso implica em computar tais cálculos através de 
linguagens de programação ou bibliotecas que possuam o tipo intervalo definido, 
usualmente denominadas linguagens XSC (eXtended Scientifc Computations). Nesse 
contexto, Barreto e Campos (2008) desenvolveram um ambiente de desenvolvimento 
intervalar na linguagem Python que permite o trabalho com cálculos numéricos 
utilizando intervalos, o IntPy.

Existem diversos ambientes computacionais para o desenvolvimento de algoritmos 
que utilizam matemática intervalar. No entanto, o presente trabalho tem como objetivo 
utilizar o pacote IntPy com aplicação da função densidade de probabilidade da variável 
aleatória contínua com distribuição Beta, a fim de comparar resultados reais aos 
intervalares, apontando a qualidade dos resultados intervalares, justificando o uso de 
tal ambiente.



Capítulo 1 3

2 |  METODOLOGIA

Visando obter resultados exatos por meio do uso da aritmética intervalar, utilizou-
se o ambiente de programação intervalar IntPy para computar a função densidade de 
probabilidade da variável aleatória contínua com distribuição Beta. Para computar a 
função, fez-se necessário codificar dois algoritmos de forma a modelar a função: um 
para entradas reais, implementado apenas na linguagem Python, e outro para entradas 
intervalares, empregando-se o IntPy. A comparação dos resultados foi possível após 
a execução desses algoritmos, aplicando-se valores de exemplos de entrada para a 
função, de forma a retornar os valores numéricos resultantes desejados.

Como base para computar a função densidade de probabilidade da variável 
aleatória contínua com distribuição Beta, tanto na forma real quanto intervalar, 
manipulou-se apenas a fórmula da função densidade dessa distribuição, a qual é 
apresentada na Equação (1).

   (1)

Para todos os testes, fora utilizado o mesmo computador com as seguintes 
configurações: processador Intel Core i5-4210U @ 2.40GHz Quad-Core, L1 Cache 
128Kb, L2 Cache 512Kb, L3 Cache 3Mb, Memória RAM de 4GB DDR3 1600MHz, 
armazenamento HD Sata 1TB modelo ST1000LM024 HN-M101MBB, sistema 
operacional Linux Ubuntu 16.04 LTS.

3 |  RESULTADOS E DISCUSSÃO

IntPy, como citado, é um ambiente intervalar desenvolvido na linguagem de 
programação Python. Com suporte à diversas operações matemáticas em seu escopo, 
existem ainda extensões intervalares de operações de modo a complementar este 
pacote como, por exemplo, exponencial (exp), logarítmica (log), potência (pow), raiz 
quadrada (sqrt) e trigonométricas. Utilizando-se matemática intervalar para computar 
cálculos numéricos, as respostas são retornadas na forma de intervalos fechados, 
onde o resultado exato está contido. Por exemplo, para o quadrado do intervalo [-3, 2], 
o resultado intervalar será [9, 4]. 

Dessa forma, foram utilizados dois conjuntos de dados como parâmetros de 
entrada para a função na forma real e intervalar da distribuição. Tais dados se referem a 
valores de exemplos arbitrários aplicados para computar os dados e obter as soluções 
pretendidas. A Tabela 1 apresenta os resultados reais, enquanto que a Tabela 2 expõe 
os valores intervalares para a função densidade com distribuição Beta.
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Exemplo x α β Valor Real Tempo (s)
Exemplo 1 0.2222 1.7778 2.2222 1.326767382571450105 0.00029
Exemplo 2 0.750 1.760 2.760 0.560744430584336095 0.00021

Tabela 1 – Aplicação da função densidade de probabilidade com distribuição Beta Real 
Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo x α β Valor Intervalar Diâmetro Tempo (s)
Exemplo 

1
[0.2222, 
0.2222]

[1.7778, 
1.7778]

[2.2222, 
2.2222]

[1.326767382571449883, 
1.326767382571450105] 2.22×10-16 0.00032

Exemplo 
2

[0.750, 
0.750]

[1.760, 
1.760]

[2.760, 
2.760]

[0.560744430584335984, 
0.560744430584336095] 1.11×10-16 0.00034

Tabela 2 – Aplicação da função densidade de probabilidade com distribuição Beta Intervalar
Fonte: Elaborado pelo autor.

Analisando-se a Tabela 2, e comparando com os valores de resultados reais 
da Tabela 1, é possível perceber que o valor real está contido no intervalo solução 
em ambos os exemplos, o que confirma a exatidão do resultado intervalar. De forma 
analisar a qualidade dos intervalos, pode ser observado na Tabela 2 o diâmetro dos 
intervalos (diferença entre o limite superior e o limite inferior do intervalo), diferindo 
apenas após a 16a casa decimal, podendo ser afirmada a qualidade de aproximação 
do resultado intervalar ao real. Acresce-se ainda o tempo de execução dos algoritmos, 
podendo ser observado que o tempo difere pouco entre a computação real e a intervalar, 
sendo aceitável o tempo de processamento.

4 |  CONCLUSÕES

No trabalho com computação numérica, um dos fatores de maior importância 
é a exatidão dos resultados em cálculos. Porém, é também um dos problemas 
enfrentado, visto que o valor numérico resultante em ambiente computacional é dado 
por aproximação, portanto, afetado por erros. O que se procura então são resultados 
exatos com um menor erro contido neles. Nessa perspectiva, a aritmética intervalar 
realiza um controle automático de erros, retornando respostas com maior exatidão. 
Além disso, faz-se necessário o uso de um ambiente computacional para programação 
intervalar, como o IntPy, utilizado nesse trabalho.

Para que fosse possível comparar e apontar a precisão nos resultados obtidos 
a partir da utilização do pacote IntPy, apresentou-se resultados tanto na forma real 
quanto intervalar a partir da computação da função densidade de probabilidade com 
distribuição Beta. Como resultado, foi possível obter um intervalo solução de qualidade 
e com um tempo de processamento pequeno no IntPy.
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