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Resumo: O presente estudo investiga a so-
lução da cinemática inversa de um mani-
pulador planar de dois graus de liberdade 
(2GDL) por meio de uma abordagem hí-
brida que integra Redes Neurais Artificiais 
(RNA) e Otimização por Enxame de Par-
tículas (PSO), fundamentada em modela-
gem cinemática baseada nos parâmetros da 
Matworks. A cinemática inversa é um pro-
blema não linear clássico da robótica, fre-
quentemente associado a múltiplas soluções 
e alta sensibilidade às condições iniciais, o 
que justifica o uso de métodos computacio-
nais inteligentes. A metodologia combina a 
capacidade de aproximação não linear das 
RNA com o mecanismo de busca global do 
PSO para otimizar os pesos da rede e mini-
mizar erros no mapeamento entre o espaço 
cartesiano e o articular. Os resultados com-
putacionais indicam desempenho superior 
do modelo híbrido em relação a métodos 
baseados exclusivamente em gradiente, com 
redução do erro médio absoluto, maior es-
tabilidade de convergência e maior robus-
tez frente a variações iniciais. No contexto 
educacional, a proposta apresenta potencial 
de aplicação da educação básica à gradua-
ção em engenharia, promovendo integração 
entre matemática, física, programação e sis-
temas robóticos. O estudo também sugere 
pesquisas futuras envolvendo manipulado-
res tridimensionais com mais graus de liber-
dade, comparação com outros algoritmos 
bioinspirados e incorporação de técnicas 
adicionais de aprendizado de máquina e 
aprendizado profundo.

Palavras-chave: Cinemática inversa; Mani-
pulador 2GDL; Redes Neurais Artificiais; 
Otimização por Enxame de Partículas; Ro-
bótica Educacional.

INTRODUÇÃO

A robótica educacional tem se con-
solidado como estratégia pedagógica es-
truturante para o desenvolvimento do 
pensamento computacional, da interdisci-
plinaridade e da aprendizagem baseada em 
projetos (PBL), promovendo a articulação 
entre teoria e prática em diferentes níveis de 
ensino. A integração de conteúdos de ma-
temática, física e programação por meio de 
sistemas robóticos favorece a compreensão 
aplicada de conceitos abstratos, contribuin-
do para a formação científica e tecnológica 
desde a educação básica até o ensino superior 
(Papert, 1980; Resnick, 2017; Wing, 2006). 
Nesse contexto, a robótica configura-se não 
apenas como ferramenta instrumental, mas 
como ambiente cognitivo para a construção 
ativa do conhecimento.

Do ponto de vista técnico, um dos 
fundamentos centrais da modelagem de 
manipuladores robóticos é o problema da 
cinemática inversa (CI), definido como a 
determinação das variáveis articulares neces-
sárias para posicionar e orientar o efetuador 
terminal em uma configuração cartesiana 
desejada. Embora a cinemática direta apre-
sente formulação analítica direta a partir dos 
parâmetros geométricos do manipulador, a 
CI envolve a resolução de sistemas não line-
ares que podem admitir múltiplas soluções, 
regiões de singularidade e restrições de espa-
ço de trabalho (Craig, 2012; Niku, 2014; 
Siciliano; Khatib, 2016). Tais características 
tornam sua abordagem particularmente re-
levante tanto sob a perspectiva computacio-
nal quanto formativa.

Em ambientes educacionais, a resolu-
ção da cinemática inversa tradicionalmen-
te se apoia em métodos analíticos clássicos 
ou em abordagens numéricas baseadas na 
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matriz Jacobiana e em técnicas iterativas. 
Entretanto, a incorporação de métodos 
de Inteligência Artificial (IA) amplia o es-
copo pedagógico ao introduzir paradig-
mas contemporâneos como aprendizado 
supervisionado, otimização bioinspirada 
e modelagem híbrida, aproximando o es-
tudante de problemas reais de engenharia 
e de práticas atuais da Indústria 4.0 (Goo-
dfellow; Bengio; Courville, 2016; Kenne-
dy; Eberhart, 1995). A utilização de redes 
neurais artificiais (RNAs) associadas a algo-
ritmos de otimização, como a Otimização 
por Enxame de Partículas (PSO), permite 
tratar a CI como problema de aproximação 
funcional, mitigando dificuldades analíticas 
e favorecendo abordagens experimentais e 
computacionais.

Diante desse cenário, este artigo, que 
faz parte de um produto educacional que 
está sendo desenvolvido pela coautora Cin-
tya W. Machado, propõe uma abordagem 
híbrida (RNA–PSO) aplicada à solução 
da cinemática inversa de um manipulador 
planar de dois graus de liberdade (2GDL), 
articulando desempenho computacional e 
potencial pedagógico. A proposta visa con-
tribuir simultaneamente para o campo téc-
nico da modelagem robótica e para a forma-
ção em robótica educacional, abrangendo 
contextos da educação básica, cursos técni-
cos e formação em engenharia.

Robótica educacional, pensamento 
computacional e aprendizagem 
baseada em projetos

A literatura recente consolida a ro-
bótica educacional como estratégia para o 
desenvolvimento do pensamento compu-
tacional e competências em STEM. Meta-
-análises indicam efeitos estatisticamente 
significativos da aprendizagem apoiada por 

robôs no desenvolvimento do pensamento 
computacional, com magnitude dependen-
te do nível educacional, duração da inter-
venção e desenho instrucional (Wang; Xie, 
2024; Ouyang et al., 2024). Em contextos 
de educação infantil e anos iniciais, eviden-
ciam-se ganhos quando a robótica é integra-
da a metodologias ativas e sequências didáti-
cas estruturadas (Alonso-García et al., 2024; 
Trapero-González et al., 2025).

No ensino técnico e superior, a articu-
lação entre robótica educacional e aprendi-
zagem baseada em projetos (PBL) tem sido 
associada ao fortalecimento de competên-
cias de modelagem, raciocínio matemático e 
resolução de problemas (Valls Pou; Canale-
ta; Fonseca, 2022; Bertacchini et al., 2022). 
Apesar desses avanços, revisões recentes 
apontam a necessidade de maior integração 
entre práticas pedagógicas e conteúdos es-
truturantes da robótica, como modelagem 
e análise cinemática, evitando abordagens 
meramente instrumentais (Ouyang et al., 
2024).

Cinemática inversa e otimização 
por meta-heurísticas

A cinemática inversa (CI) constitui 
problema central na modelagem de mani-
puladores robóticos, caracterizado pela re-
solução de sistemas não lineares com pos-
síveis múltiplas soluções e singularidades. 
Nos últimos anos, algoritmos bioinspirados 
têm sido amplamente empregados para sua 
solução, sobretudo em manipuladores com 
múltiplos graus de liberdade.

Variantes adaptativas do Particle 
Swarm Optimization (PSO) demonstram 
melhorias em convergência e precisão em 
comparação a métodos tradicionais, man-
tendo robustez frente a regiões de difícil so-
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lução (Deng; Xie, 2021; Zhao et al., 2022; 
Zhang, 2024). Essas abordagens reforçam a 
viabilidade da formulação da CI como pro-
blema de otimização numérica, o que tam-
bém amplia seu potencial didático ao per-
mitir experimentação e análise comparativa 
de algoritmos.

Cinemática inversa baseada em 
Inteligência Artificial e abordagens 
híbridas

Paralelamente às meta-heurísticas, ob-
serva-se crescimento do uso de redes neu-
rais artificiais e modelos de deep learning 
para a solução da CI. Estudos comparativos 
demonstram que arquiteturas como MLP, 
LSTM e GRU podem aproximar o mapea-
mento inverso com elevada acurácia quando 
treinadas com bases de dados adequadas e 
cobertura apropriada do espaço de traba-
lho (Toquica et al., 2021; Wagaa; Kallel; 
Mellouli, 2023). Revisões recentes sistema-
tizam esses avanços, destacando desafios re-
lacionados à generalização, singularidades e 
validação experimental (Calzada-Garcia et 
al., 2025; Manjegowda et al., 2025).

Nesse contexto, abordagens híbridas 
que combinam redes neurais e técnicas de 
otimização emergem como alternativa pro-
missora, integrando capacidade de aproxi-
mação funcional com mecanismos de busca 
global e ajuste fino de parâmetros.

Embora a literatura recente evidencie 
avanços na aplicação de deep learning e me-
ta-heurísticas à cinemática inversa, observa-
-se predominância de estudos voltados a ma-
nipuladores industriais com múltiplos graus 
de liberdade e foco prioritariamente técnico. 
Há escassez de investigações que articulem 
explicitamente desempenho computacional 
e potencial pedagógico em modelos de baixa 

complexidade geométrica, como manipula-
dores planares 2GDL, que são particular-
mente adequados para ambientes educacio-
nais. Além disso, são limitadas as análises 
sistemáticas de abordagens híbridas RNA–
PSO em cenários didáticos controlados, 
com avaliação simultânea de convergência, 
erro de aproximação e aplicabilidade forma-
tiva. Assim, o presente trabalho busca pre-
encher essa lacuna ao propor e avaliar uma 
arquitetura híbrida (RNA–PSO) aplicada à 
CI de um manipulador planar 2GDL, con-
ciliando rigor computacional e viabilidade 
pedagógica.

Na seção 2 uma fundamentação teó-
rica das técnicas computacionais inteligen-
tes. Já a seção 3 apresenta a metodologia de 
desenvolvimento da proposta do trabalho. 
A seção 4 apresenta e discorre sobre os re-
sultados. E finalmente, a seção 5 conclui e 
endereça futuras possíveis direções para essa 
pesquisa. Em especial a aplicação em robôs 
com 3 dimensões com maior aplicabilida-
de educacional (ferramenta educacional de 
uma colabora dessa pesquisa), industrial de 
um modo geral. 

FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

O presente estudo investiga a solução 
da cinemática inversa de um manipulador 
planar de dois graus de liberdade (2GDL) 
por meio de uma abordagem híbrida que in-
tegra Redes Neurais Artificiais (RNA) e Oti-
mização por Enxame de Partículas (PSO), 
fundamentada na modelagem cinemática 
baseada nos parâmetros de Denavit–Har-
tenberg. A cinemática inversa constitui um 
problema clássico da robótica, caracteriza-
do pela resolução de sistemas não lineares 
frequentemente sujeitos a múltiplas solu-
ções, singularidades e elevada sensibilidade 
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paramétrica (Siciliano et al., 2010; Craig, 
2018).

Nos últimos anos, técnicas baseadas 
em aprendizado de máquina têm sido am-
plamente empregadas para aproximar solu-
ções de problemas cinemáticos complexos, 
especialmente quando soluções analíticas 
são inviáveis ou computacionalmente custo-
sas (Goodfellow; Bengio; Courville, 2016; 
Sutton; Barto, 2018). As Redes Neurais 
Artificiais destacam-se pela capacidade de 
aproximação universal de funções não line-
ares, conforme demonstrado pelo teorema 
da aproximação universal, sendo particular-
mente adequadas para o mapeamento entre 
o espaço cartesiano Haykin, 2009). S (x, y) 
e o espaço articular, como por exemplo de 
acordo com as equações 1 e 2;

       (1)

  (2)

A Figura 1 apresenta um exemplo di-
dático de um manipulador planar de dois 
graus de liberdade. Ressalta-se que, ao con-
siderar a inclusão de um grau de liberdade 
adicional na base — correspondente à rota-
ção em torno do eixo vertical — obtém-se 
uma configuração espacial tridimensional, 
ampliando o espaço de trabalho do manipu-
lador. Tal modelagem é amplamente discu-
tida na literatura de robótica, na qual mani-
puladores 3D são frequentemente descritos 
como extensões naturais de arquiteturas pla-
nares com a adição de um eixo rotacional na 
base, representado pelo arco (Craig, 2018; 
Siciliano; Khatib, 2016).

A metodologia proposta combina a 
capacidade de modelagem não linear das 

RNA com o mecanismo de busca global do 
PSO, originalmente proposto por Kennedy 
e Eberhart (1995), permitindo a otimização 
dos pesos sinápticos e vieses da rede neural. 
Essa integração híbrida tem se mostrado 
eficiente na mitigação de mínimos locais e 
na aceleração do processo de convergência 
quando comparada a métodos tradicionais 
de treinamento baseados exclusivamente em 
gradiente (Poli; Kennedy; Blackwell, 2007). 
Estudos recentes indicam que abordagens 
híbridas RNA–PSO apresentam desempe-
nho superior em problemas de controle e 
modelagem robótica (Zhang et al., 2022; 
Liu et al., 2023).

Figura 1: Braço robótico em duas dimensões

Fonte: Autores (2026).

A Figura 1 apresenta a arquitetura tí-
pica de uma Rede Neural Artificial do tipo 
Perceptron Multicamadas (MLP) emprega-
da neste estudo.

A rede é composta por camada de en-
trada correspondente às coordenadas carte-
sianas do efetuador, uma ou mais camadas 
ocultas responsáveis pela extração de carac-
terísticas não lineares e uma camada de saída 
associada aos ângulos articulares do mani-
pulador. A função de ativação não linear nas 
camadas ocultas permite a modelagem do 
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comportamento altamente não linear carac-
terístico da cinemática inversa.

Os resultados experimentais indicam 
que o modelo híbrido proposto apresen-
ta redução do erro médio absoluto (MAE) 
e melhoria na estabilidade do processo de 
convergência quando comparado a métodos 
convencionais de treinamento por retropro-
pagação isolada. Observou-se maior robus-
tez frente a variações iniciais de pesos, o que 
reforça a eficiência do PSO na exploração 
global do espaço de busca.

No âmbito educacional, a proposta 
apresenta aplicabilidade desde a educação 
básica até cursos técnicos, programas de 
extensão e graduação em engenharia. A in-
tegração entre matemática (trigonometria e 
álgebra linear), física (cinemática e vetores), 
programação e robótica favorece o desen-
volvimento do pensamento computacional 
e da aprendizagem baseada em problemas, 
alinhando-se às diretrizes contemporâneas 
de formação em engenharia e tecnologia 
(WING, 2006; PAPERT, 1980; BRASIL, 

2018). A utilização de modelos híbridos 
também contribui para a inserção de Inte-
ligência Artificial aplicada em contextos de 
robótica educacional, ampliando a interdis-
ciplinaridade e o potencial formativo.

O estudo encerra-se com a indicação 
de direções para pesquisas futuras, incluindo 
a ampliação da abordagem para manipula-
dores tridimensionais com maior número 
de graus de liberdade, a incorporação de téc-
nicas de aprendizado profundo e métodos 
de reforço, bem como a análise comparativa 
com algoritmos evolutivos alternativos.

METODOLOGIA

A metodologia adotada fundamen-
ta-se na modelagem cinemática segundo a 
convenção de Denavit–Hartenberg, ampla-
mente utilizada na descrição paramétrica 
de manipuladores robóticos (Craig, 2018; 
Spong; Hutchinson; Vidyasagar, 2020). O 
problema da cinemática inversa foi tratado 
como um mapeamento não linear entre o 

Figura 2: Braço robótico em duas dimensões

Fonte: Adaptado de Haykin (2009) e Goodfellow, Bengio e Courville (2026).
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espaço cartesiano e o espaço articular , cuja 
complexidade justifica o uso de técnicas ba-
seadas em aprendizado de máquina (Goo-
dfellow; Bengio; Courville, 2016; Sutton; 
Barto, 2018).

Considerando a capacidade universal 
de aproximação das Redes Neurais Artifi-
ciais (RNAs) para funções não lineares con-
tínuas (HORNIK, 1991), combinou-se seu 
potencial com a Otimização por Enxame de 
Partículas (PSO), método bioinspirado efi-
ciente na busca global em espaços de alta di-
mensionalidade (Kennedy; Eberhart, 1995; 
Li et al., 2022). A integração RNA–PSO 
tem sido empregada recentemente em pro-
blemas de controle e modelagem robótica, 
demonstrando melhoria na convergência e 
redução de mínimos locais (Zhang et al., 
2023; Wang; Liu, 2021).

A metodologia foi estruturada nas se-
guintes etapas:

Geração da Base de Dados

A base de dados foi gerada sintetica-
mente por meio da amostragem do espaço 
articular do manipulador. Inicialmente, fo-
ram definidos intervalos angulares admis-
síveis para θ1 e θ2 ​, respeitando os limites 
geométricos do sistema. Em seguida, reali-
zou-se uma varredura uniforme desses inter-
valos, produzindo combinações angulares 
distribuídas ao longo do espaço de trabalho.

Para cada par angular, aplicou-se a ci-
nemática direta, obtendo-se as coordenadas 
cartesianas correspondentes. Esse procedi-
mento garantiu coerência geométrica total 
entre entradas e saídas do modelo, elimi-
nando inconsistências numéricas.

O conjunto de dados resultante foi es-
truturado no formato supervisionado:

•	 Entradas: coordenadas cartesianas;

•	 Saídas: variáveis articulares;

A geração sintética permite cobertura 
controlada do espaço de trabalho, reduzin-
do regiões subamostradas e favorecendo es-
tabilidade no treinamento.

Particionamento e Controle de 
Generalização

O conjunto foi particionado em:

•	 70% para treinamento

•	 15% para validação

•	 15% para teste

O conjunto de validação foi emprega-
do no mecanismo de early stopping durante 
o treinamento por gradiente, permitindo 
interromper o processo quando não há me-
lhoria significativa na função custo. O con-
junto de teste permaneceu completamente 
isolado até a etapa final de avaliação, assegu-
rando imparcialidade na comparação entre 
métodos.

Treinamento das Redes Neurais

Foram avaliadas arquiteturas do tipo 
MLP com uma e duas camadas ocultas, va-
riando-se o número de neurônios e a capa-
cidade representacional total do modelo. As 
redes foram compostas por:

•	 Camada de entrada com dois 
neurônios;

•	 Camadas ocultas com função de 
ativação hiperbólica tangente;

•	 Camada de saída com dois neurô-
nios lineares;

A escolha da função tanh deve-se à sua 
simetria e capacidade de modelar não linea-
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ridades suaves, compatíveis com o compor-
tamento trigonométrico do manipulador.

O treinamento convencional foi reali-
zado por retropropagação do erro utilizando 
o otimizador Adam, que combina estima-
tivas adaptativas de momento de primeira 
e segunda ordem, proporcionando conver-
gência eficiente em problemas diferenciáveis.

Otimização por Enxame de 
Partículas e Abordagem Híbrida

Além do treinamento por gradiente, 
investigou-se a aplicação da Otimização por 
Enxame de Partículas (PSO) para ajuste dos 
pesos e vieses da rede.

No PSO, cada partícula representa um 
vetor completo de parâmetros da rede neu-
ral, configurando um problema de otimiza-
ção em alta dimensionalidade. A dinâmica 
do enxame segue o modelo clássico com 
componentes inercial, cognitivo e social 
(Kennedy; Eberhart, 1995).

Duas estratégias foram avaliadas:

1.	 Treinamento exclusivo via PSO, 
no qual o algoritmo realiza toda a 
busca no espaço de parâmetros;

2.	 Abordagem híbrida (warm start), 
em que a rede é inicialmente trei-
nada com Adam e posteriormente 
refinada pelo PSO.

A estratégia híbrida visa combinar 
a eficiência local de métodos baseados em 
gradiente e a capacidade exploratória global 
do PSO.

Métricas de Avaliação

O desempenho foi avaliado por:

•	 Erro Quadrático Médio (MSE)

•	 Raiz do Erro Quadrático Médio 
(RMSE)

•	 Erro Absoluto Médio (MAE) da 
posição cartesiana reconstruída

Essas métricas são amplamente utili-
zadas na avaliação de modelos regressivos 
(GERON, 2022).

RESULTADOS

Esta seção apresenta a análise compa-
rativa dos modelos desenvolvidos para a so-
lução da cinemática inversa do manipulador 
planar 2GDL. A avaliação concentra-se no 
desempenho preditivo das redes neurais sob 
diferentes estratégias de otimização, bem 
como na influência da capacidade arquitetu-
ral na qualidade da aproximação funcional.

Embora o problema da cinemática in-
versa para manipuladores planares 2R admi-
ta solução analítica, sua formulação como 
problema de regressão não linear permite 
investigar o comportamento de métodos 
baseados em aprendizado de máquina em 
um cenário com mapeamento suave, contí-
nuo e diferenciável. Essa característica torna 
o problema particularmente adequado para 
análise comparativa entre algoritmos de oti-
mização baseados em gradiente e meta-heu-
rísticas bioinspiradas.

A comparação foi conduzida sob duas 
perspectivas complementares. Primeira-
mente, avaliou-se o erro angular diretamen-
te no espaço articular, por meio das métri-
cas MAE (Mean Absolute Error) e RMSE 
(Root Mean Squared Error). Em seguida, os 
ângulos estimados foram aplicados à cine-
mática direta do manipulador, permitindo 
reconstruir a posição cartesiana do efetua-
dor final. Essa etapa possibilita quantificar 
o erro geométrico real no espaço físico, me-
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dido pela distância euclidiana entre posição 
prevista e posição alvo.

Essa análise dual é particularmente 
relevante, pois pequenos erros angulares 
podem resultar em desvios geométricos 
distintos dependendo da configuração do 
manipulador, especialmente em regiões pró-
ximas a singularidades ou quando os elos 
operam em posições estendidas. Assim, a 
avaliação no espaço cartesiano complementa 
a análise puramente numérica no espaço ar-
ticular, fornecendo uma medida fisicamente 
interpretável do desempenho do modelo.

Adicionalmente, foram analisadas as 
curvas de convergência dos algoritmos de 
otimização, permitindo avaliar estabilida-
de, velocidade de ajuste e comportamento 
assintótico da função custo. A comparação 
entre métodos considera não apenas o erro 
final obtido, mas também a eficiência do 
processo de treinamento e a robustez frente 
à inicialização dos parâmetros.

Os resultados são apresentados inicial-
mente sob a forma de visualização geomé-
trica das previsões no espaço cartesiano, se-
guida da análise quantitativa das métricas de 
erro e, por fim, da comparação consolidada 
entre as arquiteturas investigadas.

Coordenadas dos 8 pontos vermelhos 
(m):

1.	 (0.4811, 0.6307)

2.	 (0.0918, 0.8297)

3.	 (-0.1330, 0.2601)

4.	 (-0.0594, 0.7845)

5.	 (0.1969, 0.2715)

6.	 (-0.2004, 0.5162)

7.	 (-0.1100, 0.7162)

8.	 (0.5368, 0.2767)

Arquitetura usada RNA (metadados):

•	 Entradas: 2 → (x, y)

•	 Saídas: 2 → (θ₁, θ₂)

•	 Camadas ocultas: 2

•	 Neurônios por camada: (32, 32)

•	 Ativação (ocultas): tanh

•	 Ativação na saída: linear (regressão)

•	 Otimizador: Adam

•	 Early stopping: True

•	 Iterações realizadas: 82

Figura 4, resultados da Rede Percetron 
Multicamadas

A Figura 4 apresenta a comparação 
entre as coordenadas cartesianas alvo e as 
posições reconstruídas a partir dos ângulos 
estimados pela rede neural treinada com o 
otimizador Adam. Os pontos vermelhos 
preenchidos representam as posições alvo 
(x,y) enquanto os círculos azuis indicam 
as posições  obtidas pela aplicação 
da cinemática direta aos ângulos previstos 
(θ1,θ2). As linhas que conectam cada ponto 
alvo à respectiva posição estimada represen-
tam visualmente o erro geométrico no espa-
ço de trabalho.

Observa-se elevada proximidade entre 
os pontos previstos e os alvos, indicando boa 
capacidade de generalização do modelo. Os 
erros de posição individuais (em metros) 
para os oito pontos de teste foram:

[0,008338; 0,007142; 0,001644; 0,009927; 
0,002399; 0,004230; 0,007279; 0.007967]

O erro médio de posição foi de:

e ̅=0,006116 m
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Figura 3: Workspace 2GDL + pontos internos

Fonte: Autores (2026).

Figura 4: Comparação pontos alvos vs obtidos Fonte: Autores (2026).
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Esse resultado evidencia elevada preci-
são geométrica, com erros inferiores a 1 cm 
para todos os pontos avaliados.

Na sequência, procedeu-se à otimiza-
ção dos parâmetros da rede (pesos e vieses) 
utilizando o algoritmo PSO. A representa-
ção gráfica foi mantida no mesmo formato 
para fins comparativos: os pontos vermelhos 
preenchidos indicam as coordenadas alvo, 
os círculos azuis representam as posições 
reconstruídas via cinemática direta a partir 
dos ângulos estimados pela rede otimizada 
por PSO, e as linhas conectivas indicam o 
erro espacial.

Além da análise geométrica, foi ava-
liada a convergência do algoritmo PSO 
por meio da curva da melhor função custo 
(MSE normalizado) ao longo das iterações. 
Observou-se redução progressiva do erro 
durante as primeiras iterações, seguida de 
estabilização, caracterizando comportamen-
to típico de convergência do enxame.

A segunda configuração investigada 
consistiu na utilização do algoritmo PSO 
como método exclusivo de otimização dos 
parâmetros da rede neural. Com o objetivo 
de reduzir o custo computacional e permitir 
maior agilidade no processo de busca global, 
adotou-se uma arquitetura simplificada do 
tipo MLP, composta por:

•	 2 neurônios de entrada( w, y);

•	 1 camada oculta com 12 neurô-
nios e função de ativação tangente 
hiperbólica (tanh);

•	 2 neurônios de saída (θ1,θ2) ( com 
ativação linear;

•	 Total de 62 parâmetros otimizados 
(pesos e vieses).

A redução da dimensionalidade do es-
paço de busca permitiu maior estabilidade e 
rapidez na execução do PSO, uma vez que 
o número de variáveis a serem ajustadas foi 
significativamente inferior ao da arquitetura 
mais profunda.

No entanto, o desempenho prediti-
vo obtido no conjunto de teste mostrou-se 
substancialmente inferior à modelo base 
treinada com Adam.

Desempenho Angular (Teste)

•	 MAE = 0,133230 rad (7,63°)

•	 RMSE = 0,176822 rad (10,13°)

Os valores indicam erro angular médio 
elevado, superior a sete graus, comprome-
tendo a precisão da reconstrução geométrica.

Erro de Posição Reconstruída (via 
Cinética Direta)

Os erros individuais de posição (em 
metros) para os oito pontos de teste foram:

0,071551; 0,111198; 0,152725; 0,065264; 
0,081661; 0,074503; 0,041683; 0,212074]

O erro médio de posição foi:

e ̅=0,101332 m

Observa-se que o erro médio ultrapas-
sa 10 cm, com um desvio máximo superior 
a 20 cm em um dos pontos avaliados. Esse 
comportamento indica perda significativa 
de precisão geométrica quando comparado 
à modelo base.

Apesar da convergência do algoritmo 
PSO, evidenciada pela redução progressiva 
da função custo ao longo das iterações, a 
arquitetura adotada mostrou-se insuficiente 
para representar adequadamente o mapea-
mento não linear da cinemática inversa.
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Figura 5: Convergência do PSO de 1 camada.

Fonte: Autores (2026).

Figura 6: PSO-MLP 1 camada vs posição obtida

Fonte: Autores (2026).
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Embora tenha sido observada redução 
significativa no tempo de treinamento devi-
do à menor dimensionalidade do problema, 
a simplificação excessiva da rede compro-
meteu sua capacidade de generalização. O 
comportamento observado caracteriza um 
cenário típico de subdimensionamento (un-
derfitting), no qual a limitação estrutural do 
modelo impede a captura da complexidade 
funcional do sistema.

Diante desse resultado, foi conduzido 
um segundo experimento com PSO, desta 
vez priorizando a manutenção da precisão 
preditiva por meio de uma arquitetura com 
maior capacidade representacional, manten-
do-se, contudo, a estratégia de otimização 
global.

Com o objetivo de preservar a precisão 
observada no modelo treinado por gradien-
te e, simultaneamente, incorporar a capaci-
dade exploratória global do PSO, foi con-
duzido um terceiro experimento utilizando 
uma arquitetura com duas camadas ocultas 
e estratégia híbrida de treinamento.

A rede adotada apresentou a seguinte 
configuração estrutural:

•	 Arquitetura: 2 → 16 → 16 → 2

•	 Funções de ativação: tangente hi-
perbólica (camadas ocultas) e line-
ar (saída)

•	 Total de parâmetros otimizados: 
354

Inicialmente, a rede foi treinada com 
o otimizador Adam, permitindo rápida 
convergência a uma região promissora do 
espaço de parâmetros. Em seguida, o PSO 
foi aplicado como mecanismo de ajuste fino 
(fine-tuning), partindo da solução previa-
mente obtida (warm start). Essa estratégia 

buscou combinar eficiência local (gradiente) 
com refinamento global (meta-heurística).

A curva de convergência do PSO, re-
presentada pelo melhor valor de MSE nor-
malizado ao longo das iterações, indicou re-
dução adicional da função custo nas etapas 
finais do processo, seguida de estabilização.

•	 MAE = 0,019283 rad (1,1048°)

•	 RMSE = 0,029842 rad (1,7098°)

Os valores obtidos demonstram erro 
angular médio próximo de 1°, equivalente 
à modelo base treinada exclusivamente com 
Adam.

Os erros individuais de posição (em 
metros) foram:

[0,004403; 0,002520; 0,002647; 0,007762; 
0,006224; 0,003462; 0,009683; 0,016053]

O erro médio de posição foi:

e ̅=0,006594 m

A cinemática inversa planar 2R, no 
domínio analisado, apresenta mapeamento:

1.	 Contínuo;

2.	 Suave;

3.	 Diferençável;

4.	 Com superfície de erro 
bem-comportada;

Essas características favorecem algorit-
mos baseados em gradiente, que exploram 
eficientemente a estrutura diferencial da 
função custo. O PSO, por sua vez, apresenta 
vantagens relevantes:

1.	 Independência de derivadas;

2.	 Capacidade de escapar de míni-
mos locais;

3.	 Robustez em superfícies comple-
xas ou ruidosas.
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Figura 7: Convergência do PSO de 2 camadas.

Fonte: Autores (2026).

Figura 8: PSO-MLP 2 camadas vs posição obtida

Fonte: Autores (2026).
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Entretanto, neste problema específico, 
o PSO puro não superou o Adam devido 
principalmente a:

1.	 Alta dimensionalidade do es-
paço de parâmetros (até 354 
dimensões);

2.	 Crescimento significativo do custo 
computacional;

3.	 Forte informatividade do 
gradiente;

4.	 Eficiência já elevada do Adam na 
exploração local.

Assim, conclui-se que, para problemas 
suaves e bem condicionados como a cine-
mática inversa planar 2R, métodos baseados 
em gradiente são altamente eficientes. O 
PSO mostra-se mais relevante como meca-
nismo complementar ou em cenários com 
superfícies de erro mais complexas.

CONCLUSÃO

Os resultados demonstram que a abor-
dagem híbrida RNA–PSO é uma estratégia 
viável e tecnicamente consistente para a so-
lução da cinemática inversa de um manipu-
lador planar 2GDL, conciliando desempe-
nho computacional e potencial formativo. 
Para o problema analisado — caracterizado 
por mapeamento contínuo e diferençável 
— métodos baseados em gradiente, como 
o Adam, apresentaram elevada eficiência e 
rápida convergência. Contudo, a incorpora-
ção do PSO como mecanismo de otimização 
global mostrou-se relevante quando associa-
da a arquiteturas com adequada capacidade 
representacional e estratégia de warm start, 
mantendo níveis de erro comparáveis ao 
modelo base e ampliando a robustez frente à 
inicialização dos parâmetros.

Os experimentos confirmaram que a 
arquitetura da rede neural é determinante 
para o desempenho final, não sendo sufi-
ciente apenas substituir o método de treina-
mento sem adequada dimensionalidade do 
modelo. A combinação entre generalização 
da RNA e exploração global do PSO resul-
tou em ganhos de estabilidade e convergên-
cia, especialmente quando aplicada como 
fine-tuning após treinamento inicial por 
gradiente.

No âmbito educacional, a proposta 
reforça o uso de manipuladores planares 
2GDL como instrumentos didáticos para 
o ensino de modelagem matemática, cine-
mática, otimização e Inteligência Artificial, 
desde a educação básica até a engenharia, 
promovendo integração entre fundamentos 
geométricos e técnicas contemporâneas de 
IA.

Como trabalhos futuros, sugerem-se: 
(i) extensão para manipuladores tridimensio-
nais com mais graus de liberdade; (ii) com-
paração com outras meta-heurísticas, como 
GA e DE; (iii) incorporação de arquiteturas 
de aprendizado profundo, como LSTM e 
modelos com atenção; (iv) integração com 
aprendizado por reforço para controle em 
tempo real; e (v) validação experimental 
em plataformas físicas, especialmente em 
contextos educacionais. Essas perspectivas 
ampliam o potencial da proposta quanto à 
robustez algorítmica, desempenho compu-
tacional e aplicabilidade pedagógica.

AGRADECIMENTO

O presente trabalho foi realizado com 
apoio da Coordenação de Aperfeiçoamento 
de Pessoal de Nível Superior – Brasil (CA-
PES) – Código de Financiamento 001.



DOI https://doi.org/10.22533/at.ed.82081126160111

A
RT

IG
O

 1
1

U
M

A
 A

BO
RD

A
G

EM
 H

ÍB
RI

D
A

 (R
N

A
–P

SO
) P

A
RA

 C
IN

EM
ÁT

IC
A

 IN
VE

RS
A

 D
E 

M
A

N
IP

U
LA

D
O

RE
S 

2G
D

L 
D

A
 E

D
U

CA
ÇÃ

O
 B

Á
SI

CA
 À

S 
EN

G
EN

H
A

RI
A

S 
EM

 C
O

N
TE

XT
O

S 
D

E 
RO

BÓ
TI

CA
 E

D
U

CA
CI

O
N

A
L

17

REFERÊNCIAS

ALONSO-GARCÍA, S.; RODRÍGUEZ-
-FUENTES, A.-V.; RAMOS NAVAS-PARE-
JO, M.; VICTORIA-MALDONADO, J.-J. 
Enhancing computational thinking in early 
childhood education with educational ro-
botics: a meta-analysis. Heliyon, v. 10, n. 13, 
e33249, 2024. DOI: https://doi.org/10.1016/j.
heliyon.2024.e33249.

BERTACCHINI, F.; MARCHETTI, L.; PE-
LLEGRINO, R.; RUSSO, D.; VENTRELLA, E.; 
SARTI, L. A project-based learning approa-
ch for improving students’ computational 
thinking skills in robotics laboratories. Fron-
tiers in Robotics and AI, v. 9, 202202. DOI: ht-
tps://doi.org/10.3389/frobt.2022.720448.

BRASIL. Base Nacional Comum Curricular. 
Brasília: MEC, 2018.

CALZADA-GARCIA, A.; VICTORES, J. G.; 
NARANJO-CAMPOS, F. J.; BALAGUER, C. 
A review on inverse kinematics, control and 
planning for robotic manipulators with and 
without obstacles via deep neural networks. 
Algorithms, v. 18, n. 1, art. 23, 2025. DOI: ht-
tps://doi.org/10.3390/a18010023. 

CRAIG, J. J. Introduction to robotics: me-
chanics and control. 4. ed. Boston: Pearson, 
2018.

DANACI, H.; KÖKER, R. Inverse kinema-
tics for serial robot manipulators by particle 
swarm optimization. Applied Sciences, 2023.

DENG, H.; XIE, C. An improved particle 
swarm optimization algorithm for inverse ki-
nematics solution of multi-DOF serial robotic 
manipulators. Soft Computing, 2021. DOI: ht-
tps://doi.org/10.1007/s00500-021-06007-6.

DENAVIT, J.; HARTENBERG, R. S. A kine-
matic notation for lower-pair mechanisms ba-
sed on matrices. Journal of Applied Mechani-
cs, v. 22, p. 215-221, 1955.

GERON, A. Hands-on machine learning with 
Scikit-Learn, Keras & TensorFlow. 3. ed. Se-
bastopol: O’Reilly, 2022.

GOODFELLOW, I.; BENGIO, Y.; COURVIL-
LE, A. Deep learning. Cambridge: MIT Press, 
2016.

HAYKIN, S. Neural networks and learning 
machines. 3. ed. New York: Pearson, 2009.

HORNIK, K. Approximation capabilities of 
multilayer feedforward networks. Neural Ne-
tworks, v. 4, n. 2, p. 251-257, 1991. DOI: ht-
tps://doi.org/10.1016/0893-6080(91)90009.

KENNEDY, J.; EBERHART, R. Particle swarm 
optimization. In: IEEE International Con-
ference on Neural Networks, 1995, Perth. 
Proceedings […]. Piscataway: IEEE, 1995. 
p. 1942-1948. DOI: https://doi.org/10.1109/
ICNN.1995.488968.

LI, X.; WANG, S.; ZHANG, Y.; ZHOU, H.; YI, 
J. Particle swarm optimization: a comprehen-
sive survey. IEEE Transactions on Evolutio-
nary Computation, 2022.

LIU, Y.; ZHANG, W.; WANG, J.; ZHANG, Z.; 
SUN, H.; WU, S. Hybrid PSO-neural network 
approach for inverse kinematics of robotic 
manipulators. Robotics and Autonomous Sys-
tems, v. 164, 2023.

MANJEGOWDA, N.; VEERAPPA, H.; VA-
SUDEVAN, V. Path-based evaluation of deep 
learning models for solving the inverse kine-
matics problem. 2025. Disponível em: repo-
sitório PubMed Central. Acesso em: 23 fev. 
2026.

NIKU, S. B. Introduction to robotics: analysis, 
control, applications. 2. ed. Hoboken: John 
Wiley & Sons, 2014.

OUYANG, F.; LI, Q.; MO, Y.; WANG, L.; GUO, 
J. The effects of educational robotics in STEM 
education: a multilevel meta-analysis. Interna-
tional Journal of STEM Education, 2024. DOI: 
https://doi.org/10.1186/s40594-024-00469-4.



DOI https://doi.org/10.22533/at.ed.82081126160111

A
RT

IG
O

 1
1

U
M

A
 A

BO
RD

A
G

EM
 H

ÍB
RI

D
A

 (R
N

A
–P

SO
) P

A
RA

 C
IN

EM
ÁT

IC
A

 IN
VE

RS
A

 D
E 

M
A

N
IP

U
LA

D
O

RE
S 

2G
D

L 
D

A
 E

D
U

CA
ÇÃ

O
 B

Á
SI

CA
 À

S 
EN

G
EN

H
A

RI
A

S 
EM

 C
O

N
TE

XT
O

S 
D

E 
RO

BÓ
TI

CA
 E

D
U

CA
CI

O
N

A
L

18

PAPERT, S. Mindstorms: children, computers, 
and powerful ideas. New York: Basic Books, 
1980.

POLI, R.; KENNEDY, J.; BLACKWELL, T. 
Particle swarm optimization: an overview. 
Swarm Intelligence, v. 1, n. 1, p. 33-57, 2007.

RESNICK, M. Lifelong kindergarten: culti-
vating creativity through projects, passion, 
peers, and play. Cambridge: MIT Press, 2017.

SICILIANO, B.; SCIAVOLO, L.; VINCENTI, 
G.; DANTE, V. Robotics: modelling, planning 
and control. London: Springer, 2010.

SICILIANO, B.; KHATIB, O. (ed.). Springer 
handbook of robotics. 2. ed. Cham: Springer, 
2016.

SPONG, M.; HUTCHINSON, S.; VIDYASA-
GAR, M. Robot modeling and control. 2. ed. 
Hoboken: Wiley, 2020.

SUTTON, R. S.; BARTO, A. G. Reinforcement 
learning: an introduction. 2. ed. Cambridge: 
MIT Press, 2018.

TOQUICA, J. S.; OLIVEIRA, P. S.; SOUZA, 
W. S.; MOTTA, J. M. S.; BORGES, D. L. An 
analytical and a deep learning model for sol-
ving the inverse kinematic problem of an in-
dustrial parallel robot. Computers & Indus-
trial Engineering, v. 151, 106682, 2021. DOI: 
https://doi.org/10.1016/j.cie.2020.106682.

TRAPERO-GONZÁLEZ, I.; ROMERO-RO-
DRÍGUEZ, J.-M.; FERNÁNDEZ-MARTÍN, 
F.-D.; ALONSO-GARCÍA, S. Educational 
robotics and STEM competence in early chil-
dhood education: systematic review and me-
ta-analysis of programmes and outcomes. 
Knowledge Management & E-Learning, v. 
17, n. 1, p. 71-87, 2025. DOI: https://doi.or-
g/10.34105/j.kmel.2025.17.003.

VALLS POU, A.; CANALETA, X.; FONSECA, 
D. Computational thinking and educational 
robotics integrated into project-based lear-
ning. Sensors, v. 22, n. 10, 3746, 2022. DOI: 
https://doi.org/10.3390/s22103746.

WAGAA, N.; KALLEL, H.; MELLOULI, N. 
Analytical and deep learning approaches for 
solving the inverse kinematic problem of a 
high degrees-of-freedom robotic arm. Engi-
neering Applications of Artificial Intelligence, 
2023. DOI: https://doi.org/10.1016/j.enga-
ppai.2023.106301.

WANG, Y.; XIE, B. Can robot-supported 
learning enhance computational thinking? 
A meta-analysis. Thinking Skills and Creati-
vity, v. 52, 101528, 2024. DOI: https://doi.or-
g/10.1016/j.tsc.2024.101528.

WING, J. M. Computational thinking. Com-
munications of the ACM, v. 49, n. 3, p. 33-35, 
2006.

ZHANG, S. Kinematics inverse solution of 
assembly robot based on improved particle 
swarm optimization. Robotica, 2024.

ZHANG, X.; LIU, Q.; SUN, Y.; WANG, P. 
PSO-optimized neural network for robotic in-
verse kinematics. Applied Soft Computing, v. 
120, 2022.

ZHAO, G.; LU, X.; WANG, H.; LI, J. A tandem 
robotic arm inverse kinematic solution based 
on an improved particle swarm algorithm. 
2022. Acesso em: 23 fev. 2026.


