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Resumo: O presente estudo investiga a so-
lugao da cinemdtica inversa de um mani-
pulador planar de dois graus de liberdade
(2GDL) por meio de uma abordagem hi-
brida que integra Redes Neurais Artificiais
(RNA) e Otimizagao por Enxame de Par-
ticulas (PSO), fundamentada em modela-
gem cinemadtica baseada nos parimetros da
Matworks. A cinemdtica inversa é um pro-
blema nao linear cldssico da robdtica, fre-
quentemente associado a multiplas solugoes
e alta sensibilidade as condi¢des iniciais, o
que justifica o uso de métodos computacio-
nais inteligentes. A metodologia combina a
capacidade de aproximagio nio linear das
RNA com o mecanismo de busca global do
PSO para otimizar os pesos da rede e mini-
mizar erros N0 mapeamento entre o espago
cartesiano e o articular. Os resultados com-
putacionais indicam desempenho superior
do modelo hibrido em relagio a métodos
baseados exclusivamente em gradiente, com
reducio do erro médio absoluto, maior es-
tabilidade de convergéncia e maior robus-
tez frente a variacoes iniciais. No contexto
educacional, a proposta apresenta potencial
de aplicagao da educagio bésica a gradua-
¢ao em engenharia, promovendo integragao
entre matemadtica, fisica, programacio e sis-
temas robdticos. O estudo também sugere
pesquisas futuras envolvendo manipulado-
res tridimensionais com mais graus de liber-
dade, comparagio com outros algoritmos
bioinspirados e incorporagio de técnicas
adicionais de aprendizado de mdquina e
aprendizado profundo.

Palavras-chave: Cinemdtica inversa; Mani-
pulador 2GDL; Redes Neurais Artificiais;
Otimizagio por Enxame de Particulas; Ro-
bética Educacional.
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INTRODUCAO

A robética educacional tem se con-
solidado como estratégia pedagdgica es-
truturante para o desenvolvimento do
pensamento computacional, da interdisci-
plinaridade e da aprendizagem baseada em
projetos (PBL), promovendo a articulagio
entre teoria e prdtica em diferentes niveis de
ensino. A integragio de conteudos de ma-
tematica, fisica e programagao por meio de
sistemas robdticos favorece a compreensio
aplicada de conceitos abstratos, contribuin-
do para a formacio cientifica e tecnoldgica
desde a educagao bdsica até o ensino superior
(Papert, 1980; Resnick, 2017; Wing, 20006).
Nesse contexto, a robdtica configura-se nio
apenas como ferramenta instrumental, mas
como ambiente cognitivo para a construgao
ativa do conhecimento.

Do ponto de vista técnico, um dos
fundamentos centrais da modelagem de
manipuladores robéticos é o problema da
cinemdtica inversa (CI), definido como a
determinacio das varidveis articulares neces-
sdrias para posicionar e orientar o efetuador
terminal em uma configuracio cartesiana
desejada. Embora a cinemdtica direta apre-
sente formula¢io analitica direta a partir dos
pardmetros geométricos do manipulador, a
CI envolve a resolucio de sistemas nio line-
ares que podem admitir multiplas solugoes,
regioes de singularidade e restrigoes de espa-
co de trabalho (Craig, 2012; Niku, 2014;
Siciliano; Khatib, 2016). Tais caracteristicas
tornam sua abordagem particularmente re-
levante tanto sob a perspectiva computacio-
nal quanto formativa.

Em ambientes educacionais, a resolu-
¢ao da cinemdtica inversa tradicionalmen-
te se apoia em métodos analiticos cldssicos
ou em abordagens numéricas baseadas na
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matriz Jacobiana e em técnicas iterativas.
Entretanto, a incorporagio de métodos
de Inteligéncia Artificial (IA) amplia o es-
copo pedagbgico ao introduzir paradig-
mas contempordneos como aprendizado
supervisionado, otimiza¢do bioinspirada
e modelagem hibrida, aproximando o es-
tudante de problemas reais de engenharia
e de prdticas atuais da Inddstria 4.0 (Goo-
dfellow; Bengio; Courville, 2016; Kenne-
dy; Eberhart, 1995). A utilizagio de redes
neurais artificiais (RNAs) associadas a algo-
ritmos de otimiza¢io, como a Otimizagio
por Enxame de Particulas (PSO), permite
tratar a CI como problema de aproximagao
funcional, mitigando dificuldades analiticas
e favorecendo abordagens experimentais e
computacionais.

Diante desse cendrio, este artigo, que
faz parte de um produto educacional que
estd sendo desenvolvido pela coautora Cin-
tya W. Machado, propée uma abordagem
hibrida (RNA-PSO) aplicada a solugio
da cinemdtica inversa de um manipulador
planar de dois graus de liberdade (2GDL),
articulando desempenho computacional e
potencial pedagégico. A proposta visa con-
tribuir simultaneamente para o campo téc-
nico da modelagem robética e para a forma-
¢ao em robética educacional, abrangendo
contextos da educagio bdsica, cursos técni-
cos e formagio em engenharia.

Robética educacional, pensamento
computacional e aprendizagem
baseada em projetos

A literatura recente consolida a ro-
bética educacional como estratégia para o
desenvolvimento do pensamento compu-
tacional e competéncias em STEM. Meta-
-andlises indicam efeitos estatisticamente
significativos da aprendizagem apoiada por
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robds no desenvolvimento do pensamento
computacional, com magnitude dependen-
te do nivel educacional, duracio da inter-
vengao e desenho instrucional (Wang; Xie,
2024; Ouyang et al., 2024). Em contextos
de educacio infantil e anos iniciais, eviden-
ciam-se ganhos quando a robética ¢ integra-
da a metodologias ativas e sequéncias diddti-
cas estruturadas (Alonso-Garcia et al., 2024;
Trapero-Gonzilez et al., 2025).

No ensino técnico e superior, a articu-
la¢io entre robdética educacional e aprendi-
zagem baseada em projetos (PBL) tem sido
associada ao fortalecimento de competén-
cias de modelagem, raciocinio matemdtico e
resolucio de problemas (Valls Pou; Canale-
ta; Fonseca, 2022; Bertacchini et al., 2022).
Apesar desses avangos, revisdes recentes
apontam a necessidade de maior integragao
entre prdticas pedagdgicas e contetidos es-
truturantes da robética, como modelagem
e andlise cinemdtica, evitando abordagens
meramente instrumentais (Ouyang et al.,

2024).

Cinematica inversa e otimizacao
por meta-heuristicas

A cinemdtica inversa (CI) constitui
problema central na modelagem de mani-
puladores robdticos, caracterizado pela re-
solugao de sistemas nao lineares com pos-
siveis multiplas solugoes e singularidades.
Nos tltimos anos, algoritmos bioinspirados
tém sido amplamente empregados para sua
solugao, sobretudo em manipuladores com
multiplos graus de liberdade.

Variantes adaptativas do  Particle
Swarm Optimization (PSO) demonstram
melhorias em convergéncia e precisio em
comparagio a métodos tradicionais, man-

tendo robustez frente a regides de dificil so-
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lugio (Deng; Xie, 2021; Zhao et al., 2022;
Zhang, 2024). Essas abordagens reforcam a
viabilidade da formulagao da CI como pro-
blema de otimizagao numérica, o que tam-
bém amplia seu potencial diddtico ao per-
mitir experimentagio e andlise comparativa
de algoritmos.

Cinematica inversa baseada em
Inteligéncia Artificial e abordagens
hibridas

Paralelamente as meta-heuristicas, ob-
serva-se crescimento do uso de redes neu-
rais artificiais ¢ modelos de deep learning
para a solugdo da CI. Estudos comparativos
demonstram que arquiteturas como MLP,
LSTM e GRU podem aproximar o mapea-
mento inverso com elevada acuricia quando
treinadas com bases de dados adequadas e
cobertura apropriada do espago de traba-
lho (Toquica et al., 2021; Wagaa; Kallel;
Mellouli, 2023). Revisoes recentes sistema-
tizam esses avancos, destacando desafios re-
lacionados 4 generalizagio, singularidades e
validagao experimental (Calzada-Garcia et
al., 2025; Manjegowda et al., 2025).

Nesse contexto, abordagens hibridas
que combinam redes neurais e técnicas de
otimiza¢io emergem como alternativa pro-
missora, integrando capacidade de aproxi-
magao funcional com mecanismos de busca
global e ajuste fino de pardmetros.

Embora a literatura recente evidencie
avangos na aplicacio de deep learning e me-
ta-heuristicas a cinemdtica inversa, observa-
-se predominancia de estudos voltados a ma-
nipuladores industriais com multiplos graus
de liberdade e foco prioritariamente técnico.
Ha4 escassez de investigagoes que articulem
explicitamente desempenho computacional
e potencial pedagdgico em modelos de baixa
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complexidade geométrica, como manipula-
dores planares 2GDL, que sdo particular-
mente adequados para ambientes educacio-
nais. Além disso, sio limitadas as andlises
sistemdticas de abordagens hibridas RNA-
PSO em cendrios diddticos controlados,
com avalia¢do simultinea de convergéncia,
erro de aproximacao e aplicabilidade forma-
tiva. Assim, o presente trabalho busca pre-
encher essa lacuna ao propor e avaliar uma
arquitetura hibrida (RNA-PSO) aplicada a
CI de um manipulador planar 2GDL, con-
ciliando rigor computacional e viabilidade

pedagégica.

Na se¢do 2 uma fundamentagao teé-
rica das técnicas computacionais inteligen-
tes. Jd a segao 3 apresenta a metodologia de
desenvolvimento da proposta do trabalho.
A secio 4 apresenta e discorre sobre os re-
sultados. E finalmente, a secio 5 conclui e
endereca futuras possiveis direcoes para essa
pesquisa. Em especial a aplicagao em robos
com 3 dimensées com maior aplicabilida-
de educacional (ferramenta educacional de
uma colabora dessa pesquisa), industrial de
um modo geral.

FUNDAMENTACAO TEORICA

O presente estudo investiga a solucio
da cinemdtica inversa de um manipulador
planar de dois graus de liberdade (2GDL)
por meio de uma abordagem hibrida que in-
tegra Redes Neurais Artificiais (RNA) e Oti-
mizagdo por Enxame de Particulas (PSO),
fundamentada na modelagem cinemadtica
baseada nos parimetros de Denavit—Har-
tenberg. A cinemdtica inversa constitui um
problema cldssico da robdtica, caracteriza-
do pela resolugio de sistemas nao lineares
frequentemente sujeitos a mdltiplas solu-
coes, singularidades e elevada sensibilidade
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paramétrica (Siciliano et al., 2010; Craig,
2018).

Nos dltimos anos, técnicas baseadas
em aprendizado de mdquina tém sido am-
plamente empregadas para aproximar solu-
¢oes de problemas cinemdticos complexos,
especialmente quando solugoes analiticas
s20 invidveis ou computacionalmente custo-
sas (Goodfellow; Bengio; Courville, 2016;
Sutton; Barto, 2018). As Redes Neurais
Artificiais destacam-se pela capacidade de
aproximagao universal de fun¢des nao line-
ares, conforme demonstrado pelo teorema
da aproximagao universal, sendo particular-
mente adequadas para 0 mapeamento entre
o espago cartesiano Haykin, 2009). S (x, y)
e o espaco articular, como por exemplo de
acordo com as equagoes 1 e 2;

X = 1, cos(8,) + 1, cos(6, + 6,) (1)

Y = l;sen(6,) +l,sen(6, +6,) ()

A Figura 1 apresenta um exemplo di-
ditico de um manipulador planar de dois
graus de liberdade. Ressalta-se que, ao con-
siderar a inclusao de um grau de liberdade
adicional na base — correspondente 2 rota-
¢ao em torno do eixo vertical — obtém-se
uma configuragio espacial tridimensional,
ampliando o espago de trabalho do manipu-
lador. Tal modelagem é amplamente discu-
tida na literatura de robética, na qual mani-
puladores 3D sdo frequentemente descritos
como extensdes naturais de arquiteturas pla-
nares com a adiciao de um eixo rotacional na
base, representado pelo arco (Craig, 2018;
Siciliano; Khatib, 2016).

A metodologia proposta combina a
capacidade de modelagem nio linear das
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RNA com o mecanismo de busca global do
PSO, originalmente proposto por Kennedy
e Eberhart (1995), permitindo a otimizagao
dos pesos sindpticos e vieses da rede neural.
Essa integracdo hibrida tem se mostrado
eficiente na mitigacdo de minimos locais e
na aceleracio do processo de convergéncia
quando comparada a métodos tradicionais
de treinamento baseados exclusivamente em
gradiente (Poli; Kennedy; Blackwell, 2007).
Estudos recentes indicam que abordagens
hibridas RNA-PSO apresentam desempe-
nho superior em problemas de controle e
modelagem robédtica (Zhang et al., 2022;
Liu et al., 2023).

.

o

2
02" ©
&% Eixo x

EIX0 Y

POSSIVEL ROTACAD DA BASE

Figura 1: Brago robdtico em duas dimensoes

Fonte: Autores (2026).

A Figura 1 apresenta a arquitetura ti-
pica de uma Rede Neural Artificial do tipo
Perceptron Multicamadas (MLP) emprega-
da neste estudo.

A rede é composta por camada de en-
trada correspondente as coordenadas carte-
sianas do efetuador, uma ou mais camadas
ocultas responsdveis pela extragio de carac-
teristicas nio lineares e uma camada de saida
associada aos angulos articulares do mani-
pulador. A fun¢io de ativagio nao linear nas
camadas ocultas permite a modelagem do
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comportamento altamente nao linear carac-
teristico da cinematica inversa.

Os resultados experimentais indicam
que o modelo hibrido proposto apresen-
ta reducio do erro médio absoluto (MAE)
e melhoria na estabilidade do processo de
convergéncia quando comparado a métodos
convencionais de treinamento por retropro-
pagagao isolada. Observou-se maior robus-
tez frente a variagdes iniciais de pesos, o que
refor¢a a eficiéncia do PSO na exploragao
global do espaco de busca.

No ambito educacional, a proposta
apresenta aplicabilidade desde a educagao
bésica até cursos técnicos, programas de
extensio e graduacio em engenharia. A in-
tegracio entre matemdtica (trigonometria e
dlgebra linear), fisica (cinemdtica e vetores),
programagao e robdtica favorece o desen-
volvimento do pensamento computacional
e da aprendizagem baseada em problemas,
alinhando-se as diretrizes contemporineas
de formagao em engenharia e tecnologia

(WING, 2006; PAPERT, 1980; BRASIL,

2018). A utilizagio de modelos hibridos
também contribui para a inser¢io de Inte-
ligéncia Artificial aplicada em contextos de
robética educacional, ampliando a interdis-
ciplinaridade e o potencial formativo.

O estudo encerra-se com a indica¢ao
de diregdes para pesquisas futuras, incluindo
a ampliacao da abordagem para manipula-
dores tridimensionais com maior niimero
de graus de liberdade, a incorporagao de téc-
nicas de aprendizado profundo e métodos
de refor¢o, bem como a anélise comparativa
com algoritmos evolutivos alternativos.

METODOLOGIA

A metodologia adotada fundamen-
ta-se na modelagem cinemdtica segundo a
convencdo de Denavit—Hartenberg, ampla-
mente utilizada na descri¢ao paramétrica
de manipuladores robéticos (Craig, 2018;
Spong; Hutchinson; Vidyasagar, 2020). O
problema da cinemdtica inversa foi tratado
como um mapeamento nao linear entre o

NEURAL NETWORK

{ully connected

Parf\alltj

connected layer

hidden layers

Figura 2: Brago robdtico em duas dimensdes

Fonte: Adaptado de Haykin (2009) e Goodfellow, Bengio e Courville (2026).
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espago cartesiano e o espago articular , cuja
complexidade justifica o uso de técnicas ba-
seadas em aprendizado de mdquina (Goo-
dfellow; Bengio; Courville, 2016; Sutton;
Barto, 2018).

Considerando a capacidade universal
de aproxima¢io das Redes Neurais Artifi-
ciais (RNAs) para fungoes no lineares con-
tinuas (HORNIK, 1991), combinou-se seu
potencial com a Otimizagao por Enxame de
Particulas (PSO), método bioinspirado efi-
ciente na busca global em espagos de alta di-
mensionalidade (Kennedy; Eberhart, 1995;
Li et al., 2022). A integragio RNA-PSO
tem sido empregada recentemente em pro-
blemas de controle e modelagem robética,
demonstrando melhoria na convergéncia e

reducdo de minimos locais (Zhang et al.,
2023; Wang; Liu, 2021).

A metodologia foi estruturada nas se-
guintes etapas:

Geracao da Base de Dados

A base de dados foi gerada sintetica-
mente por meio da amostragem do espago
articular do manipulador. Inicialmente, fo-
ram definidos intervalos angulares admis-
siveis para 81 e 62 , respeitando os limites
geométricos do sistema. Em seguida, reali-
zou-se uma varredura uniforme desses inter-
valos, produzindo combinagées angulares
distribuidas ao longo do espago de trabalho.

Para cada par angular, aplicou-se a ci-
nemdtica direta, obtendo-se as coordenadas
cartesianas correspondentes. Esse procedi-
mento garantiu coeréncia geométrica total
entre entradas e saidas do modelo, elimi-
nando inconsisténcias numéricas.

O conjunto de dados resultante foi es-
truturado no formato supervisionado:
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¢ Entradas: coordenadas cartesianas;
e Saidas: variaveis articulares;

A geragao sintética permite cobertura
controlada do espago de trabalho, reduzin-
do regides subamostradas e favorecendo es-
tabilidade no treinamento.

Particionamento e Controle de
Generalizacao

O conjunto foi particionado em:
* 70% para treinamento

*  15% para validagao

*  15% para teste

O conjunto de validagio foi emprega-
do no mecanismo de early stopping durante
o treinamento por gradiente, permitindo
interromper o processo quando nio hd me-
lhoria significativa na fun¢io custo. O con-
junto de teste permaneceu completamente
isolado até a etapa final de avaliagio, assegu-
rando imparcialidade na comparacio entre
métodos.

Treinamento das Redes Neurais

Foram avaliadas arquiteturas do tipo
MLP com uma e duas camadas ocultas, va-
riando-se o niimero de neurdnios e a capa-
cidade representacional total do modelo. As
redes foram compostas por:

e (Camada de entrada com dois
neurdnios;

e Camadas ocultas com fun¢io de
ativagio hiperbdlica tangente;

¢ (Camada de saida com dois neuro-
nios lineares;

A escolha da fungao tanh deve-se a sua
simetria e capacidade de modelar nao linea-
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ridades suaves, compativeis com o compor-
tamento trigonométrico do manipulador.

O treinamento convencional foi reali-
zado por retropropagagao do erro utilizando
o otimizador Adam, que combina estima-
tivas adaptativas de momento de primeira
e segunda ordem, proporcionando conver-
géncia eficiente em problemas diferencidveis.

Otimizacao por Enxame de
Particulas e Abordagem Hibrida

Além do treinamento por gradiente,
investigou-se a aplica¢io da Otimizagao por
Enxame de Particulas (PSO) para ajuste dos
pesos e vieses da rede.

No PSO, cada particula representa um
vetor completo de parAmetros da rede neu-
ral, configurando um problema de otimiza-
¢ao em alta dimensionalidade. A dinimica
do enxame segue o modelo clissico com
componentes inercial, cognitivo e social

(Kennedy; Eberhart, 1995).
Duas estratégias foram avaliadas:

1. Treinamento exclusivo via PSO,
no qual o algoritmo realiza toda a
busca no espago de parAmetros;

2. Abordagem hibrida (warm start),
em que a rede ¢ inicialmente trei-
nada com Adam e posteriormente

refinada pelo PSO.

A estratégia hibrida visa combinar
a eficiéncia local de métodos baseados em
gradiente e a capacidade exploratéria global

do PSO.

Métricas de Avaliacao
O desempenho foi avaliado por:
*  Erro Quadritico Médio (MSE)
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* Raiz do Erro Quadritico Médio
(RMSE)

e Erro Absoluto Médio (MAE) da

posicdo cartesiana reconstruida

Essas métricas sao amplamente utili-
zadas na avaliacio de modelos regressivos

(GERON, 2022).

RESULTADOS

Esta segao apresenta a andlise compa-
rativa dos modelos desenvolvidos para a so-
lugdo da cinematica inversa do manipulador
planar 2GDL. A avaliagio concentra-se no
desempenho preditivo das redes neurais sob
diferentes estratégias de otimizagio, bem
como na influéncia da capacidade arquitetu-
ral na qualidade da aproximagio funcional.

Embora o problema da cinemadtica in-
versa para manipuladores planares 2R admi-
ta solugao analitica, sua formulagio como
problema de regressao nio linear permite
investigar o comportamento de métodos
baseados em aprendizado de mdquina em
um cendrio com mapeamento suave, conti-
nuo e diferencidvel. Essa caracteristica torna
o problema particularmente adequado para
andlise comparativa entre algoritmos de oti-
miza¢ao baseados em gradiente e meta-heu-
risticas bioinspiradas.

A comparagio foi conduzida sob duas

perspectivas  complementares.  Primeira-
mente, avaliou-se o erro angular diretamen-
te no espago articular, por meio das métri-
cas MAE (Mean Absolute Error) e RMSE
(Root Mean Squared Error). Em seguida, os
angulos estimados foram aplicados a cine-
mitica direta do manipulador, permitindo
reconstruir a posi¢ao cartesiana do efetua-
dor final. Essa etapa possibilita quantificar

o erro geométrico real no espago fisico, me-
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dido pela distAncia euclidiana entre posigao
prevista e posigao alvo.

Essa andlise dual ¢ particularmente
relevante, pois pequenos erros angulares
podem resultar em desvios geométricos
distintos dependendo da configuracio do
manipulador, especialmente em regides pré-
ximas a singularidades ou quando os elos
operam em posigoes estendidas. Assim, a
avaliagao no espago cartesiano complementa
a andlise puramente numérica no espago ar-
ticular, fornecendo uma medida fisicamente
interpretdvel do desempenho do modelo.

Adicionalmente, foram analisadas as
curvas de convergéncia dos algoritmos de
otimiza¢io, permitindo avaliar estabilida-
de, velocidade de ajuste e comportamento
assintdtico da funcio custo. A comparagio
entre métodos considera nao apenas o erro
final obtido, mas também a eficiéncia do
processo de treinamento e a robustez frente
a inicializagao dos pardmetros.

Os resultados sio apresentados inicial-
mente sob a forma de visualizagio geomé-
trica das previsdes no espago cartesiano, se-
guida da andlise quantitativa das métricas de
erro e, por fim, da comparacio consolidada
entre as arquiteturas investigadas.

Coordenadas dos 8 pontos vermelhos
(m):
(0.4811, 0.6307)
(0.0918, 0.8297)
(0.1330, 0.2601)
(-0.0594, 0.7845)
(0.1969, 0.2715)
(-0.2004, 0.5162)
(-0.1100, 0.7162)
(

0.5368, 0.2767)

S A A
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Arquitetura usada RNA (metadados):
* Entradas: 2 = (x,y)

e Saidas: 2 — (04, 03)

e Camadas ocultas: 2

*  Neurdnios por camada: (32, 32)

* Ativa¢io (ocultas): tanh

*  Ativagio nasaida: linear (regressio)
*  Otimizador: Adam

* Early stopping: True

e Tteracoes realizadas: 82

Figura 4, resultados da Rede Percetron
Multicamadas

A Figura 4 apresenta a comparagio
entre as coordenadas cartesianas alvo e as
posicoes reconstruidas a partir dos angulos
estimados pela rede neural treinada com o
otimizador Adam. Os pontos vermelhos
preenchidos representam as posigoes alvo
(x,y) enquanto os circulos azuis indicam
as posicoes (&, $) obtidas pela aplicagao
da cinemdtica direta aos 4ngulos previstos
(0,,6,). As linhas que conectam cada ponto
alvo a respectiva posi¢io estimada represen-
tam visualmente o erro geométrico no espa-

co de trabalho.

Observa-se elevada proximidade entre
os pontos previstos e os alvos, indicando boa
capacidade de generalizacio do modelo. Os
erros de posicdo individuais (em metros)
para os oito pontos de teste foram:

[0,008338; 0,007142; 0,001644; 0,009927;
0,002399; 0,004230; 0,007279; 0.007967]

O erro médio de posicao foi de:

€=0,006116 m
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Workspace 2GDL (anel) restrito a 120° anti-horario + 8 pontos internos

0.8 1

0.6 1 secsonee

0.2 A
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ssevscccsvcssnscscnclle

0.0 "800 000 000000000000

V.

T
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 3: Workspace 2GDL + pontos internos

Fonte: Autores (2026).

Comparacao: pontos alvo vs posicao obtida pela rede (FK dos angulos previstos)

0.8 1
0.6 1 ’
= tos vermelhos (alvo)
= A ultados da rede (circulos azuis)
(e} o
0.2 1
0.0 \
T T T T T T
-0.4 =0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
x (m)
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Figura 4: Comparagdo pontos alvos vs obtidos Fonte: Autores (2026).
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Esse resultado evidencia elevada preci-
sdo geométrica, com erros inferiores a 1 cm
para todos os pontos avaliados.

Na sequéncia, procedeu-se a otimiza-
¢ao dos pardmetros da rede (pesos e vieses)
utilizando o algoritmo PSO. A representa-
¢ao grafica foi mantida no mesmo formato
para fins comparativos: os pontos vermelhos
preenchidos indicam as coordenadas alvo,
os circulos azuis representam as posigoes
reconstruidas via cinemadtica direta a partir
dos 4ngulos estimados pela rede otimizada
por PSO, e as linhas conectivas indicam o
erro espacial.

Além da andlise geométrica, foi ava-
liada a convergéncia do algoritmo PSO
por meio da curva da melhor fun¢do custo
(MSE normalizado) ao longo das iteragoes.
Observou-se redugao progressiva do erro
durante as primeiras iteragoes, seguida de
estabilizagao, caracterizando comportamen-
to tipico de convergéncia do enxame.

A segunda configuragio investigada
consistiu na utilizagdo do algoritmo PSO
como método exclusivo de otimizacio dos
pardmetros da rede neural. Com o objetivo
de reduzir o custo computacional e permitir
maior agilidade no processo de busca global,
adotou-se uma arquitetura simplificada do

tipo MLP, composta por:
* 2 neurdnios de entrada( w, y);

e 1 camada oculta com 12 neur6-
nios e fungao de ativagio tangente

hiperbdlica (tanh);

* 2 neurdnios de saida (8,,8,) ( com
ativacio linear;

* Total de 62 pardmetros otimizados
(pesos e vieses).
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A reduc¢io da dimensionalidade do es-
pago de busca permitiu maior estabilidade e
rapidez na execu¢io do PSO, uma vez que
o numero de varidveis a serem ajustadas foi
significativamente inferior ao da arquitetura
mais profunda.

No entanto, o desempenho prediti-
vo obtido no conjunto de teste mostrou-se
substancialmente inferior 2 modelo base
treinada com Adam.

Desempenho Angular (Teste)
e  MAE =0,133230 rad (7,63°)
e RMSE =0,176822 rad (10,13°)

Os valores indicam erro angular médio
elevado, superior a sete graus, comprome-
tendo a precisio da reconstrucio geométrica.

Erro de Posicio Reconstruida (via
Cinética Direta)

Os erros individuais de posicao (em
metros) para os oito pontos de teste foram:

0,071551; 0,111198; 0,152725; 0,065264;
0,081661; 0,074503; 0,041683; 0,212074]

O erro médio de posicao foi:
€=0,101332m

Observa-se que o erro médio ultrapas-
sa 10 cm, com um desvio maximo superior
a 20 cm em um dos pontos avaliados. Esse
comportamento indica perda significativa
de precisao geométrica quando comparado
a modelo base.

Apesar da convergéncia do algoritmo
PSO, evidenciada pela redugao progressiva
da funcio custo ao longo das iteragoes, a
arquitetura adotada mostrou-se insuficiente
para representar adequadamente o mapea-
mento nao linear da cinemdtica inversa.
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Convergéncia do PSO (MLP 1-camada)

1.2 1

o = =
o @ =}
i | L

Melhor MSE (normalizado)
=]

p.

L

0.2

lteragao

Figura 5: Convergéncia do PSO de 1 camada.

Fonte: Autores (2026).

PSO-MLP (1 camada): alvo vs posicao obtida (FK dos angulos previstos)

0.8 1
0.6 1 L A%
e ©
£ @® Pontos vermelhos (alvo)
- 0.4 QO Resultados PSO (circulos azuis)
o
9) R L]
0.2
0.0

-0.4 —0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 6: PSO-MLP 1 camada vs posigao obtida

Fonte: Autores (2026).
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Embora tenha sido observada reducao
significativa no tempo de treinamento devi-
do a menor dimensionalidade do problema,
a simplificacdo excessiva da rede compro-
meteu sua capacidade de generalizacio. O
comportamento observado caracteriza um
cendrio tipico de subdimensionamento (un-
derfitting), no qual a limita¢ao estrutural do
modelo impede a captura da complexidade
funcional do sistema.

Diante desse resultado, foi conduzido
um segundo experimento com PSO, desta
vez priorizando a manuten¢io da precisio
preditiva por meio de uma arquitetura com
maior capacidade representacional, manten-
do-se, contudo, a estratégia de otimizagao

global.

Com o objetivo de preservar a precisio
observada no modelo treinado por gradien-
te e, simultaneamente, incorporar a capaci-
dade exploratéria global do PSO, foi con-
duzido um terceiro experimento utilizando
uma arquitetura com duas camadas ocultas
e estratégia hibrida de treinamento.

A rede adotada apresentou a seguinte
configuragao estrutural:

* Arquitetura: 2 > 16 > 16 > 2

* Fungdes de ativagio: tangente hi-
perbdlica (camadas ocultas) e line-
ar (saida)

* Total de parimetros otimizados:

354

Inicialmente, a rede foi treinada com
o otimizador Adam, permitindo rdpida
convergéncia a uma regido promissora do
espago de parimetros. Em seguida, o PSO
foi aplicado como mecanismo de ajuste fino
(fine-tuning), partindo da solucio previa-
mente obtida (warm start). Essa estratégia

DOI https://doi.org/10.22533/at.ed.82081126160111

buscou combinar eficiéncia local (gradiente)
com refinamento global (meta-heuristica).

A curva de convergéncia do PSO, re-
presentada pelo melhor valor de MSE nor-
malizado ao longo das iteragdes, indicou re-
ducio adicional da func¢io custo nas etapas
finais do processo, seguida de estabilizacao.

* MAE =0,019283 rad (1,1048°)
*  RMSE =0,029842 rad (1,7098°)

Os valores obtidos demonstram erro
angular médio préximo de 1°, equivalente
a modelo base treinada exclusivamente com

Adam.

Os erros individuais de posi¢io (em
metros) foram:

[0,004403; 0,002520; 0,002647; 0,007762;
0,006224; 0,003462; 0,009683; 0,016053]

O erro médio de posigao foi:
€=0,006594 m

A cinemdtica inversa planar 2R, no
dominio analisado, apresenta mapeamento:

1. Continuo;
2. Suave;

3. Diferencével;
4

Com superficie de erro

bem-comportada;

Essas caracteristicas favorecem algorit-
mos baseados em gradiente, que exploram
eficientemente a estrutura diferencial da
funcio custo. O PSO, por sua vez, apresenta
vantagens relevantes:

1. Independéncia de derivadas;

2. Capacidade de escapar de mini-
mos locais;

3. Robustez em superficies comple-
xas ou ruidosas.
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Convergéncia do PSO (2 camadas: 16-16)
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Figura 7: Convergéncia do PSO de 2 camadas.

Fonte: Autores (2026).

PSO-MLP (2 camadas): alvo vs posicao obtida (FK dos angulos previstos)
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Figura 8: PSO-MLP 2 camadas vs posi¢do obtida

Fonte: Autores (2026).
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Entretanto, neste problema especifico,
o PSO puro nao superou o Adam devido
principalmente a:

1. Alta dimensionalidade do es-
pago de parimetros (até 354
dimensoes);

2. Crescimento signiﬁcativo do custo
computacional;

3. Forte
gradiente;

informatividade do

4. Eficiéncia jd elevada do Adam na
exploragao local.

Assim, conclui-se que, para problemas
suaves ¢ bem condicionados como a cine-
matica inversa planar 2R, métodos baseados
em gradiente sio altamente eficientes. O
PSO mostra-se mais relevante como meca-
nismo complementar ou em cendrios com
superficies de erro mais complexas.

CONCLUSAO

Os resultados demonstram que a abor-
dagem hibrida RNA-PSO ¢ uma estratégia
vidvel e tecnicamente consistente para a so-
lugdo da cinemdtica inversa de um manipu-
lador planar 2GDL, conciliando desempe-
nho computacional e potencial formativo.
Para o problema analisado — caracterizado
por mapeamento continuo e diferencdvel
— métodos baseados em gradiente, como
o Adam, apresentaram elevada eficiéncia e
ripida convergéncia. Contudo, a incorpora-
¢ao do PSO como mecanismo de otimizagao
global mostrou-se relevante quando associa-
da a arquiteturas com adequada capacidade
representacional e estratégia de warm start,
mantendo niveis de erro compardveis ao
modelo base e ampliando a robustez frente a
inicializagao dos pardmetros.
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Os experimentos confirmaram que a
arquitetura da rede neural é determinante
para o desempenho final, nio sendo sufi-
ciente apenas substituir o método de treina-
mento sem adequada dimensionalidade do
modelo. A combinagao entre generalizagao
da RNA e exploragao global do PSO resul-
tou em ganhos de estabilidade e convergén-
cia, especialmente quando aplicada como
fine-tuning apds treinamento inicial por
gradiente.

No 4mbito educacional, a proposta
refor¢a 0 uso de manipuladores planares
2GDL como instrumentos diddticos para
o ensino de modelagem matemdtica, cine-
mdtica, otimiza¢do e Inteligéncia Artificial,
desde a educagio bésica até a engenharia,
promovendo integragao entre fundamentos
geométricos e técnicas contemporineas de

IA.

Como trabalhos futuros, sugerem-se:
(i) extensao para manipuladores tridimensio-
nais com mais graus de liberdade; (ii) com-
paragdo com outras meta-heuristicas, como
GA e DE; (iii) incorporacao de arquiteturas
de aprendizado profundo, como LSTM e
modelos com aten¢io; (iv) integragio com
aprendizado por reforgo para controle em
tempo real; e (v) validagio experimental
em plataformas fisicas, especialmente em
contextos educacionais. Essas perspectivas
ampliam o potencial da proposta quanto a
robustez algoritmica, desempenho compu-
tacional e aplicabilidade pedagégica.
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