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RESUMEN: En este trabajo se abordan resultados fundamentales sobre los ideales en
anillos utilizando el lema de Zorn. En particular, se demuestra la existencia de ideales
maximales en anillos no triviales, se establece que todo ideal propio estad contenido
en un ideal maximal bajo distintas hipdtesis (como la finitud de la generacién del
anillo o la existencia de un elemento identidad), y se prueba la existencia de ideales
primos asociados a subconjuntos multiplicativos. Las demostraciones se apoyan en
técnicas de orden parcial y cadenas, ofreciendo una exposicion clara y rigurosa de
estos resultados esenciales en la teoria de anillos.
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APPLICATIONS OF ZORN'’S LEMA IN THE EXISTENCE
OF MAXIMAL IDEALES AND PRIMOS IN ANILLOS

ABSTRACT: This work addresses fundamental results on ideals in rings using Zorn'’s
Lemma. In particular, it proves the existence of maximal ideals in nontrivial rings,
establishes that every proper ideal is contained in a maximal ideal under various
assumptions (such as the finiteness of the ring’s generation or the existence of a
multiplicative identity), and demonstrates the existence of prime ideals associated
with multiplicative subsets. The proofs rely on techniques involving partial orders
and chains, providing a clear and rigorous exposition of these essential results in
ring theory.
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INTRODUCCION

Ellema de Zorn es una herramienta fundamental en matematicas que permite
garantizar la existencia de ciertos objetos algebraicos sin necesidad de construirlos
explicitamente. En la teoria de anillos, este lema se utiliza para demostrar que todo
anillo no trivial posee al menos un ideal maximal, un resultado crucial para analizar
la estructura interna de los anillos y la relacion entre ideales maximales, ideales
primos y subconjuntos multiplicativos.

Este trabajo comienza presentando algunas definiciones clave sobre relaciones
de orden y enunciando el lema de Zorn, destacando su conexién con el principio
de maximalidad de Hausdorff. A continuacion, se exploran aplicaciones del lema
en diversos contextos algebraicos, incluyendo la existencia de ideales maximales
en anillos con identidad, en anillos finitamente generados, y en la construccion de
ideales primos asociados a subconjuntos multiplicativos.

El objetivo de este trabajo es proporcionar una exposicion clara y rigurosa
que permita al lector comprender cémo el lema de Zorn garantiza la existencia de
ideales maximales y primos. Sin asumir conocimientos previos avanzados, se busca
mostrar la utilidad de las técnicas de orden parcial y las cadenas en la teoria de
anillos, facilitando una comprensién profunda de estos conceptos fundamentales.

PRELIMINARES

En esta seccidn presentamos definiciones fundamentales sobre relaciones
de orden, el principio de maximalidad de Hausdorff y el lema de Zorn, asi como
algunos conceptos basicos de teoria de anillos necesarios para las aplicaciones que
se estudiaran en la seccidn siguiente.
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Relaciones de Orden

Definicion 1. Una relacion binaria R sobre un conjunto A se llama preorden si
es reflexiva y transitiva; es decir, si se cumple:

1. Paratodo a € A, aRa (reflexividad).

2. SiaRby bRc, entonces aRc (transitividad).

Observacion 1. Un conjunto que posee una relacién preorder definida se
denomina conjunto preordenado. El preorden R se denotard por < y un conjunto
preordenado A se denotara por (A, ).

Definicion 2. Si en un conjunto preordenado (A, <) se verifica la propiedad
de antisimetria, es decir, (@ < b) A (b <a) = a=b. En este caso, el conjunto (A, <)
recibe el nombre de conjunto parcialmente ordenado y la relaciéon < se conoce
como un orden parcial.

Definicidn 3. Sea (A, <) conjunto parcialmente ordenado.

1. Unsubconjunto no vacio B £ A es superiormente acotado si existe x € A
tal que

y < x paratodoy€B.

y todo elemento x con esta propiedad es una cota superior de B.
2. Unelemento m € A es llamado elemento maximal de A si

(P xEA)(M=xXx = m=x).

Debe observarse que un conjunto parcialmente ordenado puede poseer muchos
elementos maximales.

3. Unsubconjunto B C A se llama cadena si para cualesquiera x, y € B, se
verifica que

Es decir, todos los elementos de B son comparables entre si. También se dice
que B es un subconjunto totalmente ordenado de A. En particular, los elementos
de la cadena pueden ser una familia de conjuntos.

El siguiente axioma garantiza la existencia de una cadena maximal.
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Principio de maximalidad de Hausdorff

Sea (F, <) un conjunto parcialmente ordenado, entonces, dada una cadena C
de F, existe una cadena maximal M tal que C=<M.

Lema de Zorn

Sea (, F, <) un conjunto parcialmente ordenado no vacio. Si toda cadena C de
F estd acotada superiormente, entonces F posee un elemento maximal.

Proposicion 1. Sea X un conjunto no vacioysea F € P (X) una familia no vacia
de subconjuntos de X. Entonces, existe una relacion de orden parcial definida sobre F.

Demostracion. Como F # @, se tiene FxF # @.
Definimos una relacién, denotada por <, sobre la familia F de la siguiente manera:

(VW (AB) EFXF)AXBS AL B).......... (1)

La relacién definida en (1) satisface las siguientes propiedades:

i) Reflexividad: Como A £ A para todo A € F, se tiene que A< Atodo A€F.
Por lo tanto, < es reflexiva sobre la familia F.

ii) Antisimétrica: Para cualesquiera (A, B) € FxF,siA <ByB =< A, entonces
A C ByB £ A.Por consiguiente, A =B, lo que muestra que es antisimétrica sobre
la familia F.

iii) Transitividad: Si (A, B); (B, C) € Fx F tales que A< ByB < C, entonces A € B
yB £ C, loqueimplica A € C. Asi, A< C, demostrando que es transitiva sobre la
familia F.

En consecuencia, por la reflexividad, antisimetria y transitividad, la relacion
definida en (1) sobre F es una relacion de orden parcial. Por lo tanto, el par (F, <) es
un conjunto parcialmente ordenado.

Corolario 1. Sea X un conjunto no vacio. Entonces ((X), es un conjunto
parcialmente ordenado, donde £ es la relacion definida sobre P(X) como en (1).

Demostracion. Inmediata.
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Corolario 2. Todo conjunto X puede estar dotado de una relacién de orden
parcial.

Demostracion. Ver Muiioz (2002).

CONCEPTOS BASICOS DE TEORIA DE ANILLOS

Definicion 4. Un anillo es un conjunto no vacio R equipado con dos operaciones
binarias, adicion + y multiplicaciéon , que cumplen las siguientes propiedades:

1. (R, +)esun grupo abeliano con identidad 0 = 0,.
2. Lamultiplicacion es asociativa:
(@eb) ec=ae(bec)paratodoa,b,ceR
3. Lamultiplicacion es distributiva respecto de la adicion:
as(b+c)=aeb+aecy(@a+b)ec=aectbec ¥ abc€ER
Ademas
4. Si
aeb=bea ¥ a,bER,
el anillo R se llama conmutativo.
5. Siexiste un elemento 1,€ R tal que
1,ea=ae 1 =aparatodoa€ER,

el anillo se llama anillo con identidad y el elemento 1, se denota simplemente
por 1.

Definicion 5. Sea Run anilloy gz # S € R. Se dice que S es un subanillo de R
si se cumple las siguientes condiciones:

Sia,b €S, entoncesa-bes

Sia,b €S, entoncesab €S

Definicidn 6. Sea R un anilloy | £ R un subanillo. Se dice que | es un ideal de
RsiparatodoreR,a€ | secumple que:

reaclyaerel.
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Definicion 7. SeaRun anilloy | € R.

1. Silesun subconjunto no vacio del anillo R, decimos que | es un ideal de R
si se cumplen las siguientes condiciones

i) Paratodoa,b el setienea-bel
ii) ParatodoreR,a€l,setiener a,a r €l

2. Sedice que unidealldeRes propiosil ¢ Ryl#R.

3. SiS £ Rsubconjunto no vacio, el ideal generado por S se denota por

n
|S|={>.a;s;:a, eR, s, € S,ne N|.

i=1

Si S ={s,.s} conjunto finito, entonces
1=(S) =[50, 5
se llama ideal finitamente generado.
Si S ={s} contiene un solo elemento, entonces
I=ls)
se llama ideal principal.

4. Unanillo R se dice finitamente generado si existen elementos x, x,..., X,€
R, ne tal que

R= ':,Xsz---an_.:'_

Definicién 8. Sea R un anillo

1. Unideal M £ Resllamado ideal maximal si:

a)M#R

b) Para cualquier ideal J € Rtal quesiM £ J € R,se cumple M=JoJ=R.

2. Unideal P £ Rrecibe el nombre de ideal primo cuando:
1.P#R

2.Dados cualesquieraideales|,) ¢ R,sisecumplel) < P,entonces| ¢ Po J ¢ P.

Definicion 9. Sea Run anilloy gz# S € R. Diremos que S es un conjunto
multiplicativo si cumple:
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1. 0ZS

2. Paratodoa,b€s, secumple a beSs

RESULTADOS PRINCIPALES

A continuacién, se presentan algunos resultados clave sobre la existencia de
ideales maximales en anillos, los cuales son fundamentales en la teoria de anillos y
se demuestran utilizando el Lema de Zorn.

Teorema 1. Sea R un anillo tal que R # (0). Entonces R posee al menos un ideal
maximal.

Demostracion. Consideremos el conjunto de todos los ideales propios del
anillo R, es decir,

F={l € R:lesidealdeRy|# R}

Como (0) # F, se tiene que F #@.

Definimos sobre la familia una relacién del siguiente modo:
(WU J)EFXF ) =) =)V C)) (2)

Por la proposicion 1, (F, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

Sea una cadena arbitraria de la familia F, es decir, C es una subfamilia de F
totalmente ordenada respecto a la relacion definida en (2). Consideremos

I1:=(JeC]

Debemos verificar las siguientes afirmaciones:

1. Lacadena estd acotada superiormente.

2. lesunelemento de F. Para esto, debemos demostrar que:
a) | es un ideal del anillo R

b)1#R.

Obsérvese que, dado cualquier J € Cse tiene

JciJeCJ=1
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entonces J < | paratodo J € C. Luego, | es una cota superior de la cadena C. Por lo
tanto, C estd acotada superiormente, lo que verifica el item 1.

Tenemos también que paratodoJ € C,J € F, entonces ) £ R. Luego,

tJeCJCR

es decir, | £ R.

Ademas, para cualquier elementox € lyr € Rtendremos que existe J € Ctal que
x € JyJ & Resideal; entonces

x,rx e JCiJeClI=1

Luego, xr, rx € I.

También, six,y € | entonces existen J J e C talesquex € Jx,yE J .Como
J J € C y esuna cadena, se tiene que J < J oJ =J .Ademas, como JK,J
€ F ,sesiguequelJ,y J son ideales propios éle R}Luego x-y € J, <Slobien
X—YyE J C |. Por lo tanto, I es un ideal del anillo R, seguin la definicién 7.

Supongamos que | = R. Entonces, para todo a # 0 en R, se tiene que
ael=4JeClJ
Por lo tanto, existe J € Ctal que a € J. Luego, R € Jy como J es un ideal propio

de R entonces J =R contradiccion puesJ € F. Por lo tanto, | # R. Asi queda verificada
la parte b) del item 2.

Luego, por el Lema de Zorn, existe al menos un elemento maximal de la familia
F, es decir, existe un ideal maximal del anillo R.

Teorema 2. Si el anillo R finitamente generado, entonces cada ideal propio de
R estd contenido en un ideal maximal.

Demostracion.

Sea | un ideal propio finitamente generado de un anillo R, es decir,

R=la;, a;,...,a,, n € N.
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Consideremos la familia de ideales propios del anillo R que contienen al ideal
|, es decir,

F={:1c),J c RJZR}L

Notemos que, | ¢ R, I # Ryl <, por loquel € F. Por lo tanto, la familia F es
no vacia.

Ahora definimos una relacién < sobre la familia F como sigue:

(VW INeFxF )<y =1Ly (3)

Por la proposicién 1, (F, < ) es un conjunto parcialmente ordenado.

Sea C una cadena cualquiera de F, es decir, C es una subfamilia totalmente
ordenada mediante la relacion definida en (3).

Consideremos la unién de los elementos de la cadena C:

M :=4(JeC]

Se debe verificar lo siguiente:
1. Mes una cota superior de la cadena C respecto a la relacién dada en (3).
2. Mesun elemento de F. Para esto debemos demostrar que:

(a) M es un ideal propio del anillo R,

(b) M contiene al ideal .

Como para todo J de la cadena C se tiene J € M, entonces J < M. Esto nos dice
que M es una cota superior para la cadena C, con lo que queda verificado el item 1.

Debido a que C es una cadena cuyos elementos son ideales del anillo R, se
tiene que

M :=(JeC]

es un ideal del anillo R.
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Ademas, paratodo ) € Csetiene queJ € F,entonces| €J < M conlo cual queda
verificada la parte (b) del item 2.

Demostremos ahora que M es un ideal propio del anillo R.

Asumamos que M = R. Entonces

la,, a,,...,a,) =R=M =¢{J€eC]J

Comoaya, €y, 8, ..., 8,] =M, existen elementos J_,J, delacadena C
JYay
talesquea, €7, a, € J, pero J,=J.0 J,,= 1, entoncesa,, a, €J, 0a; a3, 7], .Porlo
cual existe )’ € Ctal que a,, a, e J'.

Siguiendo este razonamiento un ndmero finito de veces, existe un elemento J
eCtalquea,, a,, ..., 4, son elementos de J. Entonces |a;, @,, ..., 4,/ <.

Por lo tanto, resulta R =J, lo cual es una contradiccién,yaqueJe C<F,J C R,
J# R paratodoJ € CPorlotanto, M # R. Asi queda verificada la parte (a) del item
2.Luego M € F.

Aplicando el lema de Zorn a (F, <), se obtiene la existencia de un ideal maximal
M €F que contiene al ideal I.

Verifiquemos que M es un ideal maximal.

Supongamos que existe un ideal J de Rtal que M €J S R.Dadoque ¥ esun
elemento maximal de la familia Fy J € F, se sigue que J = R. Por consiguiente, M es
un ideal maximal del anillo R.

Teorema 3. En un anillo con elemento identidad, todo ideal propio esta contenido
en un ideal maximal.

Demostracion.
Sea (R,1, ) un anillo con identidad. Entonces 1y €Ry 1z # 0, luego R #{0}

Sea | un ideal propio del anillo R. Consideremos la familia de ideales propios
del anillo R que contienen al ideal |, es decir,

F={):1cJ,JSR JZR}

Dadoquelcl, | cRyl#R,seconcluyequeleF. Porlotanto, F# & .
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Definimos una relacién < sobre la familia F del modo siguiente:
(P, ) EFXF )< = JVc)). ... (4)

Por la proposicion 1, (F, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

Sea Cuna subfamilia arbitraria de la familia F totalmente ordenada respecto a
la relacion definida en (4); es decir, C es una cadena de la familia F.

Consideremos la unién de los elementos de la cadena Cy sea

T:=4JeC]J

Debemos verificar lo siguiente:
1. Tesuna cotasuperior de la cadena Crespecto a la relacion definida en (4).
2. Tesunelemento de la familia F, para lo cual verificaremos que:

(a) T es unideal propio del anilloR (R # T).

(b)1cT.

Debido a que para todo J € Cse tiene

J € (JeCJ=T

entonces J < T. Por lo tanto, T es una cota superior para la cadena C; es decir, la
cadena C esta acotada superiormente respecto a la relacion dada en (4). De esta
manera queda garantizado el item 1.

Ademas, paratodo J € C setiene queJ € F;entonces) ¢ R, J# Ryl JCT. Asi
queda satisfecha la parte (b) del item 2.

Debido a que C es una cadena, se tiene que T es un ideal del anillo R; es decir,
TCR.

SiT=R, entonces lr €T; luego existe J € C tal que JconJ R,J R, yaquel eF.
Entonces J =R, lo cual es una contradiccion.

Por consiguiente, T € Ry T # R; asi se satisface la parte (a) del item 2. En
consecuencia, T € F.

Aplicando el lema de Zorn, existe un ideal maximal T" € F. Entonces T* es un
ideal propio del anillo R con I € T*.

Finalmente, verifiguemos que T* es un ideal maximal. Supongamos que existe un
ideal propio S de Rtal que T* € S ¢ Ry debido a que T* es un el elemento maximal
de la familia Fy como S € Fentonces S =T*.
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Esto prueba que T* es un ideal maximal del anillo R, con lo cual queda demostrada
el teorema.

Teorema 4. Sea | un ideal del anillo R. Si el subconjunto S € R es multiplicativo
y I N S=¢2, entonces existe un ideal maximal P tal que:

)1 <P
iPNS=2,

iii) P es un ideal primo.

DEMOSTRACION

Consideremos la familia de ideales del anillo R que contienen al ideal | y son
disjuntos con el conjunto S, es decir,

F={JcRilcJ)INS=g}

DadoquelcR,Iclyln S=&, concluye quel eF.Porlotanto, F# & .

Definimos sobre la familia una relacion < mediante la siguiente forma:

(W JeERXE)U <)) c)) ... (5)

Por la proposicion 1, (F,< ) es un conjunto parcialmente ordenado.

Sea C cualquier cadena de la familia F, es decir, C es una subfamilia totalmente
ordenada de F respecto a la relacion definida en (5).

Consideremos la union de los elementos de la cadena , definiendo
debemos verificar que:

1. Pesuna cota superior de la cadena respecto a la relacién dada en (5).
2. PeF, esdecir, debemos verificar:

a) lcP

bypNs=g

Tenemos que para todo J € C:
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Jc (JeCI=P
luego, J < P paratodo J € C. Esto muestra que la cadena C estd acotada superiormente.
Asi se verifica el item 1.

Como paratodo J € C se tiene que J € F, entonces

IcJc iJeCI=P

lo cual verifica la parte (a) del item 2.

Ademas, se observa que
PLS = l::éJECJ:II_S =iJeC(J LS)=iJeCo= @
lo que demuestra que P n S= 42, verificando la parte (b) del item 2. Por consiguiente,
PeF.

Aplicando el Lema de Zorn, existe un elemento maximal de la familia F. Digamos
que P* es dicho maximal; este es el ideal que deseamos, ya que | € P*y P* n S=¢@.

Ahora, demostraremos que P* es un ideal primo. Sea a, b € R tal que ab € P*,
perocona & P*yb € P* Consideremos el ideal generado por P*y a*, es decir, (P*,
a).. Por definicién del ideal generado, tenemos que

P*c (P, a),
luego, P* < (P*, a).

Ademas, existe r € S tal que r € (P*, a), En efecto, si para todo s € S se tuviera
s ¢ (P*, a), entonces (P*, a) € F. Como P* < (P*, a), se tendria P* = (P*, a) P*, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, existe r € S con r € (P*, a).

De manera analoga, existe s € S tal que s € (P*, b). Luego, tenemos
rs € (P*, a)(P*, b) < (P*, ab) < P*.

Pero rs € S, lo cual contradice la hipétesis de que P* N 'S = £ . Por lo tanto, P*
es un ideal primo.

CONCLUSIONES

Los resultados presentados en este trabajo demuestran que, a través del lema
de Zorn, todo anillo no trivial posee al menos un ideal maximal, y que cualquier
ideal propio de un anillo, con o sin identidad, estd contenido en uno de estos ideales
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maximales. Ademas, se garantiza la existencia de ideales primos que contienen un
ideal dado y son disjuntos de un conjunto multiplicativo adecuado.

Estas propiedades son fundamentales en algebra y teoria de anillos, ya que
proporcionan las bases necesarias para la construccidon de estructuras algebraicas
cruciales. Ademas, permiten estudiar fendmenos clave como factorizaciones,
localizacionesy otras caracteristicas esenciales de los anillos, demostrando cdmo las
herramientas de la teoria de conjuntos, como el lema de Zorn, influyen directamente
en la comprensiony el desarrollo de la estructura algebraica.
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