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APRESENTACAO

A obra “A producdo do conhecimento nas Ciéncias Exatas e da Terra” aborda
uma série de livros de publicacédo da Atena Editora, em seu Il volume, apresenta, em
seus 21 capitulos, discussdes de diversas abordagens acerca do ensino e educacgao.

As Ciéncias Exatas e da Terra englobam, atualmente, alguns dos campos mais
promissores em termos de pesquisas atuais. Estas ciéncias estudam as diversas
relacdes existentes da Astronomia/Fisica; Biodiversidade; Ciéncias Biologicas; Ciéncia
da Computagéo; Engenharias; Geociéncias; Mateméatica/ Probabilidade e Estatistica
e Quimica.

O conhecimento das mais diversas areas possibilita o desenvolvimento das
habilidades capazes de induzir mudancas de atitudes, resultando na construgao de
uma nova visao das relagcbes do ser humano com o seu meio, e, portanto, gerando
uma crescente demanda por profissionais atuantes nessas areas.

A ideia moderna das Ciéncias Exatas e da Terra refere-se a um processo de
avanco tecnoldgico, formulada no sentido positivo e natural, temporalmente progressivo
e acumulativo, segue certas regras, etapas especificas e continuas, de suposto carater
universal. Como se tem visto, a ideia ndo é sé o termo descritivo de um processo e sim
um artefato mensurador e normalizador de pesquisas.

Neste sentido, este volume € dedicado aos trabalhos relacionados a ensino
e aprendizagem. A importancia dos estudos dessa vertente, € notada no cerne da
producéo do conhecimento, tendo em vista o volume de artigos publicados. Nota-
se também uma preocupacéo dos profissionais de areas afins em contribuir para o
desenvolvimento e disseminag¢ao do conhecimento.

Os organizadores da Atena Editora, agradecem especialmente os autores dos
diversos capitulos apresentados, parabenizam a dedicacéo e esforco de cada um, os
quais viabilizaram a construcao dessa obra no viés da tematica apresentada.

Por fim, desejamos que esta obra, fruto do esforco de muitos, seja seminal para
todos que vierem a utiliza-la.

Ingrid Aparecida Gomes
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CAPITULO 16
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RESUMO: Neste trabalho investigou-se a
estabilidade e o comportamento assintético de
alguns modelos do tipo Lotka-Volterra. Para
isso foi utilizado o método de Liapunov, que
consiste em analisar a estabilidade de sistemas
de equaclOes diferenciais ordinarias (EDO’s)
em torno da situacdo de equilibrio, quando
submetidos a perturbacbes nas condicOes
iniciais.

SISTEMAS PREDADOR-PRESA

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas Lotka-Volterra,
Estabilidade, Método de Liapunov.

ABSTRACT: This work investigated the stability
and the asymptotic behavior of some Lotka-
Volterra type models. We used the Liapunov
method which consists in analyzing the stability
of systems of ordinary differential equations
(ODE’s) around the equilibrium, when they
submittedto perturbationsintheinitial conditions.
KEYWORDS: Lotka-Volterra Systems, Stability,
Liapunov Method.

11 INTRODUCAO

Os primeiros ensaios sobre a formulagao
de modelos matematicos para descrever a
dindmica de populacbes sao datados dos
séculos XVIII e XIX. Em 1798, Thomas Robert
Malthus (1766-1834) publicou a obra An Essay
on the principle of population (MALTHUS, 1789),
na qual assumia que a variagéo do crescimento
de uma populagao era proporcional a populacéo
em cada instante, o que significava dizer que
a populacdo aumentava em crescimento
exponencial no decorrer do tempo. Este modelo
nao previa uma limitagéo para o crescimento de
populagoes. A previsao da populagéo de acordo
com 0 modelo malthusiano estabelecia numeros
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elevados em curtos intervalos de tempo (DE OLIVEIRA, 2011; BASSANEZI, 2010).

Convencido de que o modelo de crescimento de Malthus ndo era adequado para
explicar a expansao demografica de um pais, Pierre-Francois Verhulst (1804-1849)
elaborou consideracbes complementares as enunciacbes propostas por Malthus.
Verhulst supunha que uma populacdo n&o poderia crescer indefinidamente, pois
existiam inibicdes naturais em seu crescimento, tais como guerras, epidemias, falta
de alimentos, entre outros fatores. Segundo Verhulst, o crescimento populacional tem
necessariamente um limite constante, conforme o tempo cresce (VERHULST, 1838;
VERHULST, 1847).

No mesmo periodo foram propostos outros modelos para o crescimento
de populacdes, como o modelo de Gompertz em 1825 (BASSANEZI, 2010), no
entanto todos esses modelos descreviam a dindmica de populacdes isoladas, ou de
populacdes e espécies que nao interagiam. Normalmente popula¢cées competem pela
sobrevivéncia.

Define-se competicdo como uma interacdo de individuos da mesma espécie ou
de espécies diferentes, animal ou vegetal. Tanto a competicdo entre individuos de
mesma espécie, quanto a de espécies diferentes, favorecem um processo de selecéo,
gue atinge seu apice, geralmente, com a preservacao dos seres mais bem adaptados
ao ambiente e com a extin¢do de individuos com baixo poder de adapta¢do. Em outras
situacoes, o sistema de espécies interagentes pode atingir um equilibrio, estacionario
ou dindmico, onde as espécies coexistem.

Alfred Lotka (1880-1949) e Vito Volterra (1860-1940) propuseram em 1925 e
1926, respectivamente e individualmente, um modelo para a interagao entre espécies.
O modelo de equacdes diferenciais do matematico Vito Volterra pretendia descrever o
observado aumento da populagcéo de uma espécie de peixe predador, e consequente
diminuicdo da populagdo uma espécie de peixe presa, no Mar Adriatico durante
a Primeira Guerra Mundial (VOLTERRA, 1926). Simultaneamente, o quimico e
matematico Alfred Lotka desenvolveu um modelo para descrever reacées quimicas, nas
guais as concentracdes dos elementos quimicos oscilavam, um processo semelhante
aquele que ocorre com populagcées em competicao (LOTKA, 1925). Estes modelos,
posteriormente denominados modelos de Lotka-Volterra, serviram de base para os
modelos matematicos posteriores utilizados para descrever a dindmica de sistemas
do tipo predador-presa.

Atualmente, modelos do tipo predador-presa sdao usados em varias areas do
conhecimento, tais como em ciéncias bioldgicas e agrarias no controle bioldgico de
pragas (RAFIKOV; BALTHAZAR, 2005); em ciéncias econOmicas para descrever as
flutuacGes/oscilagbes em bolsas de valores (LOUZOUN; SOLOMON, 2001; CAETANO;
YONEYAMA, 2007) e no estudo de competicbes de mercados (MORRIS; PRATT,
2003; SPROTT, 2004); em ciéncias ambientais para descrever, por exemplo, a captura
e emissao de carbono (TREVISAN; LUZ, 2007); entre outras aplicagdes. A utilizacao
desses modelos permite uma avaliacao qualitativa e quantitativa do impacto da
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competicao em diferentes populag¢des sejam elas populagdes de atomos ou moléculas,
neurdnios, bactérias, pragas ou individuos infectados ou grupos econémicos.

No contexto de dindmica de populacées citam-se como exemplos classicos duas
situacoes: (i) aquela de espécies em competicdo, onde duas populacdes interagem
competindo por um suprimento comum, geralmente comida, e (ii) aquela em que uma
das espécies é predadora da outra espécie, a presa, que se alimenta de outro tipo
de comida. O modelo de Lotka-Volterra, ou equagbes predador-presa, descrevem
sistemas do segundo tipo (BOYCE; DIPRIMA, 2006; ODUM; BARRET, 2007).

Uma critica as equacgdes de Lotka-Volterra é que, na auséncia de predadores,
a populacao de presas aumenta sem limites. Este problema pode ser corrigido ao se
considerar o efeito natural inibidor que o ambiente tem, devido as suas limitacoes,
sobre uma populagdo crescente. Matematicamente, este efeito inibidor pode ser
modelado por meio de um termo do tipo Verhulst para a saturacdo da populagcédo de
presas (BOYCE; DIPRIMA, 2006; ODUM; BARRET, 2007).

Outra modificagcao relevante introduzida no modelo de Lotka-Volterra foi o efeito
da resposta dos predadores as mudancas na populagao de presas, efeito chamado
de resposta funcional. Assim, modelos de Lotka-Volterra com diferentes tipos de
respostas funcionais puderam descrever particularidades encontradas em sistemas
predador-presa especificos. Varios cientistas desenvolveram tais modelos, dentre eles
citamos: Gause (1934), Holling (1965), Rosenzweig, MacArthur (1963), Tanner (1975),
entre outros. Uma revisdo sobre esses modelos com diversas respostas funcionais é
encontrada nas referéncias (HASTINGS, 1997; MAY, 2001).

Outra importante contribuicao para o entendimento da interacéo entre predadores
e presas foram os estudos experimentais desenvolvidos pelo bidlogo Carl Barton
Huffaker (1958). Ele observou que em habitats homogéneos os predadores extinguem
rapidamente a populacédo de presas, de modo que a heterogeneidade dos habitats
€ fundamental para a coexisténcia das espécies por longo periodo de tempo. Em
particular, a heterogeneidade espacial das populacdes torna-se importante quando o
tamanho da populacdo de presas torna-se pequeno ou quando populacdes perdem
contato espacial por algum periodo de tempo.

Derivados dos estudos de Huffaker foram desenvolvidos os modelos de
metapopulagcdes (HANSKI, 1997) e de patches (LEVIN; POWEL, 1993). Uma
metapopulacao consiste de um grupo de subpopulagdes, ou populagdes locais, da
mesma espécie, separadas espacialmente, que interagem em algum nivel. Uma
porcao ou fragmento (patch) de habitat é qualquer area que € usada por uma espécie
para reproducédo ou obtencédo de recursos. Entre tais porcdes de habitat, embora
separadas espacialmente, podem ocorrer migragdes, uma vez que as condi¢des e
recursos nao se encontram homogeneamente distribuidos ao longo da paisagem
(habitat). Se os membros individuais das espécies podem se mover entre patches, isso
€ benéfico para a sobrevivéncia da metapopulacao, pois permite a recolonizacéo dos
patches onde tenha ocorrido uma extincao da populacéao local. O desenvolvimento da
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teoria de metapopulagdes enfatizou a importéncia da conectividade entre populagdes
aparentemente isoladas.

Nas metapopulagdes as extingdes sao recorrentes. A estocasticidade ambiental
(variagdes ambientais imprevisiveis), aliada a processos emigratorios, podem levar a
extincdo em uma dada porcao (patch) do habitat. Por outro lado, processos migratérios
amortecem os efeitos de variagbes ambientais estocasticas. Atualmente, modelos de
metapopulagdes com dinamica estocéastica local tém sido largamente utilizados para
modelar problemas ecolégicos (RODRIGUES; TOME, 2008).

O objetivo deste artigo nédo é apresentar uma revisdo das varias abordagens
tedricas em dindmica de populacdes, mas sim apresentar as caracteristicas basicas
da dindmica (estabilidade) de modelos populacionais do tipo Lotka-Volterra.

O artigo € apresentado na seguinte forma: na secao 2 descreve-se o modelo de
Lotka-Volterra, seus pontos de equilibrio e sua dindmica/estabilidade em torno desses
pontos criticos. Na secdo 3 mostra-se que a introducéo de um termo de saturacéo
de presas, do tipo Verhulst, conduz a uma dindmica mais rica, inclusive permitindo a
modelagem de sistemas com extingdo. O equilibrio e a estabilidade desses modelos
séo analisados. Na secao 4 estuda-se o modelo de Monod-Haldane, um modelo do tipo
Lotka-Volterra com termo de resposta funcional. Na se¢do 5 discutem-se os resultados
deste trabalho.

2| MODELO DE LOTKA -VOLTERRA

Neste trabalho consideram-se modelos de duas espécies, uma espécie presa
e a outra predadora. Tais sistemas nao descrevem, no caso geral, as complexas
relacdes observadas na Natureza, no entanto o estudo de modelos simples (de duas
espécies interagindo) € um passo importante para a compreensdao de fenébmenos
mais complexos. A modelagem matematica de sistemas com mais de duas espécies
interagentes é simples, contudo a interpretacéo da dindmica das populagdes torna-se
complexa. Portanto, almejando um texto didatico, restringe-se este estudo a dindmica
de duas populagoes.

Sejam as populacdes da presa e do predador, respectivamente, denotadas
por x(f) e y(t), no instante . Ao modelar matematicamente a interacéo das espécies,
considera-se que na auséncia do predador, y(¢) =0, a populagcao de presas aumentara,
sem nenhum tipo de obstaculo, a uma taxa proporcional a populagao atual, ou seja,
com um termo da forma [-cy(¢)], onde ¢ é uma constante positiva. Por outro lado,
considera-se que a caréncia de presas, x(¢) =0, acarretara a extincao da populagcao
de predadores, devido a falta de alimento, situacao descrita por um termo da forma
[ax(t)], onde ¢ & uma constante positiva. Considera-se também que o nimero de
encontros entre as duas espécies & proporcional ao produto das populag¢des de cada
espécie, ou seja, x(¢)y(¢). Estes encontros tendem a promover o crescimento da
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populacéo de predadores e a inibir o crescimento da populagcéo de presas. Assim, a
taxa de crescimento da populacéo de predadores, dy/dt, é aumentada por um termo
da forma [+yx(¢)¥(1)], enquanto a taxa de crescimento da populacéo de presas, dx/dt
, & diminuida por um termo da forma [-ax(f)y(f)], onde @ e ¥ sdo constantes
positivas. Em consequéncia dessa modelagem matematica, somos levados as
equacoes de Lotka-Volterra:

@zax—a:xyzx(a—a’y)
dt

% =—cy+yxy=yl-c+yx) "

Em (1), @ é ataxa de crescimento efetiva da populagdo das presas na auséncia
de predadores, ¢ € a taxa de mortalidade da populacéo de predadores na auséncia
de presas, 4 é a taxa de decréscimo da populagcéo de presas devido aos encontros
com predadores e } é a taxa de crescimento da populacdo dos predadores devido a
predacéo.

Na literatura o modelo de Lotka-Volterra é adaptado a varias situagdes. Por
exemplo, podem-se modelar matematicamente os efeitos da variacdo da temperatura
do ambiente, que afetam a taxa de crescimento das populagdes, por meio da variagao
dos parametros 4,¢, @€} ao longo de um ciclo (dia, ano, etc..). Assim, em tais
modelos de dependéncia sazonal, as taxas de variacbes das populag¢des tornam-se
dependentes das variagdes da temperatura.

Considere o sistema predador-presa descrito pelas equacdes de Lotka-Volterra

(1), com a seguinte parametrizagdo, a=1.0 ¢=0.75 a=0.5 ¢ 7=0.5, ou seja,

dx dy
— =x(1.0-0.5 — =p(=0.75+0.5x
o ( ¥) o it +0.5x)

- (2)
Os pontos de equilibrio de (2) sdo obtidos ao se tomar dx/dt =dy/dt =0, ou
seja,

M1.0-0.5)=0 ,  p-075+050)=0 4

As solucdes de (3) fornecem os pontos de equilibrio de (2), ou seja, os pontos (O,
0) e (1.5, 2.0). Em seguida sera analisada a dinamica do sistema (2) em torno de cada
um desses pontos de equilibrio, 0 que permitira conclusdes a respeito da estabilidade
do sistema predador-presa descrito pelo sistema (2).

[l DiNnAMICA NA viZINHANCA DE (O, 0)

O OBUETIVO AQUI E OBTER O COMPORTAMENTO (DINAMICA) DO SISTEMA (2) EM TORNO DO PON-
1O DE EQUILIBRIO (0, 0). Como 0 sISTEMA (2) E QuAask LINEAR (BOYCE; DIPRIMA, 2006) NA
VIZINHANGA DE (0, 0), Ou SEJA,
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Lim parte ndo linear de (2a)
o0 1.0x

0] parte linear de (2a)

¥

Ll_m|:parte ndo linear de (Zb)} _ Lim[ 0.5 xy } ~0

;:g parte linear de (2b)

pode-se desprezar nesse limite os termos nao lineares nas equacbes (2),
obtendo-se o sistema linear equivalente a seguir

1S e () ’

O sistema linearizado (4) apresenta os autovalores 7 , e autovetores fm abaixo

;=1 1 r,=-0.75 0
)L e
! © / ' (5)

de modo que sua solugao geral é (BOYCE; DIPRIMA, 2006)

(x]_c [IJQr P [OJ o075t x(t)=c ¢
=q 2 07
Y 0 1 ou y(it)=c,e e (6)

Note que a dindmica das populagdes na vizinhancga do ponto de equilibrio de (O,

0) pode ser descrita tanto pelo sistema néo linear (2) como pelo sistema linear (4).

Note que o sistema linear (4) apresenta autovalores reais com sinais trocados, de

modo que a origem € um ponto do tipo sela para os sistemas (2) e (4). Por este motivo,
o ponto (0,0) é um ponto de equilibrio instavel.
+ Dinamica na vizinhancga de (1.5, 2.0)

Deve-se escrever o sistema (2) em torno do ponto de equilibrio (1.5, 2.0). Fazendo

amudanca de variaveis x = 1L.5+u e y = 2.0+v (translacéo) nas equacdes (2),
obtém-se

du _ v(—0.75-0.5u) dv =u(1.0+0.5v)
dt ) dt .
(7)
Novamente verifica-se que o sistema (7) € quase linear em torno desse ponto.

Assim, ignorando os termos néo lineares nas variaveis ¥ e V, tem-se o sistema linear

d {uJ _[ 0 —0.75] [u}
dt\v 1.0 0 v) 8
Os autovalores 1; , e autovetores &, , do sistema linearizado acima sdo
o [3/ : 1 _ IV . 1
O i) ) e
3 3
’ e 3 : 3 (9)

onde i é a unidade imaginaria. Portanto, o ponto (1.5, 2.0) é do tipo centro para
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o sistema linear (8) e, consequentemente, um ponto de equilibrio estavel. Resolvendo
explicitamente o sistema nao-linear (2) é possivel mostrar que o seu grafico € uma
curva fechada em torno do ponto de equilibrio (1.5, 2.0). Logo, esse ponto também é
do tipo centro para o sistema néo linear (2), de modo que as populacdes de predadores
e presas exibem uma variacao ciclica, como pode ser conferido na Figura 1, para trés
condicdes iniciais.
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Figura 1: Representacdo da variagéo ciclica das populacdes descritas pelo modelo de Lotka-
Volterra (2) para as condic¢des iniciais (1.0, 0.5), (2.0, 1.0) e (1.0, 2.0).

A Figura 2 exibe o comportamento das populacbes de presas, x(¢), e de
predadores, y(¢), em funcdo do tempo ¢, para a condicéo inicial (xo,yn):(l.o, 0-5)
. Veja que inicialmente a populacéo de presas (curva azul) cresce e, com a maior
disponibilidade de alimento, a populacao de predadores (curva verde) também cresce.
Em seguida, devido a maior predacéao, a populacéo de presas diminui, e a populacao
de predadores atinge 0 maximo suportado pelo sistema e, posteriormente, por falta de
alimento, comeca a diminuir. Enfim, com a diminuicéo da populagao de predadores, a
populacéo de presas volta a crescer e ciclo repete-se. Dessa forma o sistema oscila
indefinidamente.

As figuras 1 e 2 mostram as oscilacbes tipicas de populagdes descritas pelo
modelo de Lotka-Volterra (1), independentemente dos valores escolhidos para os
parametros a,c¢, @ € Y e das condi¢des iniciais (xmyo). Um dos sistemas mais
estudados por esta modelagem é o das populacdes de lebres e linces do Canada.
Registros realizados desde 1845 mostram uma clara variacéo peridédica com periodos
de 9 a 10 anos e com defasagem de 1 a 2 anos nos picos das populagcdes de lebres e
linces (ODUM; BARRET, 2007).
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Figura 2: Variac6es das populacdes de presa (curva azul) e de predador (curva verde) em

Por outro lado, muitos sistemas do tipo predador-pressa observados na natureza
apresentam outros tipos de comportamentos, além do comportamento oscilatério.
Observam-se sistemas que evoluem para populac¢des assintoticamente estaveis ou
sistemas em que populagbes se extinguem. Na préxima secdo vamos apresentar
equacodes do tipo Lotka-Volterra que descrevem tais situacoes.

31 MODELOS DE LOTKA-VOLTERRA APRIMORADOS

O modelo de Lotka-Volterra (1) ndo descreve sistemas biolégicos do tipo predador-
presa que evoluem para uma solugao assintoticamente estavel ou que apresentam
extincdo de populacbes. Para descrever tais sistemas bioldgicos verifica-se que
a inclusdo de um termo de saturacdo na populacdo de presas, um termo logistico,
permite o0 amortecimento das oscilacées de Lotka-Volterra. Nas proximas subsecdes
estudaremos a estabilidade de tais modelos.

3.1 Modelos de Lotka—Volterra com amortecimento

Considere o sistema de Lotka-Vnlterra (2) com um termo de saturacédo na
populacao de presas x(f), termo do tipo (— k xz) com k uma constante positiva,

dx 2 dy
—=x(1.0-0.5y)-0.5 — =p(-0.75+0.5>
” x( y) X w ,V( + ") s

Os pontos de equilibrio de (14) sdo dados pelo sistema

x(1.0-0.5y-0.5x) =0 ,  V-0.75+0.5x)=0. (15)

Resolvendo o sistema (15) tém-se trés pontos de equilibrio: (0, 0), (2.0, 0) e (1.5,
0.5). Esses pontos séo solug¢des de equilibrio do sistema (14).
A seguir analisar-se-a a dindmica do sistema (14) em torno de cada um desses
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pontos. Através do procedimento ja realizado na secao anterior, verifica-se que o
sistema (14) tem comportamento quase linear em torno dos trés pontos de equilibrio
obtidos, de modo que se pode estudar o sistema (14) por meio do sistema linear
equivalente (BOYCE; DIPRIMA, 2006).

« Dinamica na vizinhancga de (0, 0)

Ignorando os termos néo lineares em (14), segue o sistema linear

d[xJ_[l.O 0 J[x}
dt\ y 0 =0.75)\y , (16)

ja analisado na secado precedente. A solucéo geral de (16) € dada em (6), de
modo que a origem continua sendo um ponto de sela para os sistemas (14) e (16), ou
seja, um ponto de estabilidade instavel.

+ Dinamica na vizinhancga de (2.0, 0)

Note que este ponto de equilibrio corresponde a situacdo de auséncia de
predadores, y(¢)=0 para todo ¢. Neste caso, qualquer que seja a populacdo, néo
nula, inicial de presas, ela evoluira assintoticamente para a populacdo de saturacéo
de presas, X(f > ®0)=2,

+ Dinamica na vizinhancga de (1.5, 0.5)

Deve-se linearizar o sistema (14) em torno deste ponto de equilibrio. Seja a
translacao dada pela mudanca de variaveis

x=15+u , vy=05+vy (17)

nas equacodes (14). Ignorando os termos néo lineares em u € v tem-se o sistema

d[uJ_[—O.?S —0.75](uj
dr\v) {025 0 )lv
' (18)

que apresenta os seguintes autovalores complexos

3 43 3 3.

n=——"t—I R

8 8 8 8 .

linear equivalente

Como os autovalores sao imaginarios, com parte real negativa, tem-se que o
ponto de equilibrio (1.5, 0.5) € um ponto espiral assintoticamente estavel.

Capitulo 16



BRI S I A
444444444444444
11111111111111
0.99
R LI B B AT N I B AN N A T e T B R R R I I AR
11111111111
..........

0.87

111111111111

4 4 4 4 4 a4 a4

4 A4 & w4 a w w =

------
0.7+
T T T T T T T A T T B TR I B A R T T A
----------
-----

0.67

wwwwwwwwwwww

0.5

-------------- Ly erTTEYYYYYA
T T

1.0 12 14 16 1.8 2.0

Figura 3: Campo de direcoes do sistema (14). As curvas sao as solugdes particulares para as
condigdes iniciais: (0.9, 0.75), (1.0, 1.0) e (2.0, 0.5).
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Figura 4: Variagbes amortecidas das populac¢des de presa (curva azul) e de predador (curva
verde) do modelo de Lotka-Volterra (14) para a condicao inicial (1.0, 0.75).

Afigura 3 exibe o campo de direcdes do sistema (14) para trés condigcdes iniciais.
Observe que as solucdes, independentemente das condi¢des iniciais, evoluem
assintoticamnete para a solugéo estacionaria (x..»..) =(1.5.0.5) A figura 4 exibe a
dependéncia das populagdes x e y com o tempo t. Note que para t > 20 as populacdes
atingem uma situacao estacionaria.

3.2 Modelos de Lotka—Volterra com extincao

Nesta secéo pretende-se modelar o fendmeno de extingdo em sistemas predador-
presa. Mostrar-se-a que tal comportamento também pode ser descrito por um sistema
de Lotka-Volterra com termo de saturacdo na populacdo de presas. A diferenca
fundamental entre o sistema desta secéo e aquele apresentado na se¢édo anterior € o
valor dado ao parametro c¢. Nesta aplicagéo tomar-se-a4 ¢ =1.5, assim aumentando-se
a dependéncia da sobrevivéncia da populacdo de predador com respeito a auséncia
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de presas, ou ainda, com a diminuigdo desta ultima populagéo.
Considere o sistema (14) com ¢ =1.5, ou seja,

dx 2 dy
@ 1.0-05y)=0.5 & )(-1.5+0.5
o x( »)=0.5x | . y(-15+ x).(zo)

Resolvendo o sistema de equagdes

x(1.0-0.5y-05x)=0 y(-1.5+0.5x)=0 21)

obtém-se trés pontos de equilibrio do sistema (20), ou seja, (0, 0), (2.0, 0) e (3.0,-
1.0). No entanto, o ponto (3.0,-1.0) corresponde a uma solugcédo estacionaria irreal,
pois ndo existe populacéo negativa. Novamente, através do procedimento ja descrito
na secao anterior, verifica-se que o sistema (20) tem comportamento quase linear
em torno dos dois pontos de equilibrio considerados, de modo que se pode estudar o
sistema (20) por meio do sistema linear equivalente.

« Dinamica na vizinhanca de (0, 0)

Desprezando os termos néo lineares nas equacgdes (20), obtém-se o sistema

o
dt\ y 0 -1.5)\y 22

com autovalores da matriz de coeficientes dados por

linear equivalente

n=1 n=-15 (3
Novamente, como os autovalores sao reais de sinais trocados, segue que a
origem é um ponto de sela para os sistemas (20) e (22) e, portanto, um ponto de es-
tabilidade instavel.
+ Dinamica na vizinhancga de (2.0, 0)

Considere a seguinte mudanca de variaveis

x=20+u , y=v (24)

nas equacgdes (20). Ignorando os termos n&o lineares em u e v, obtém-se

du) (-1.0 =103 u
d\v) L0 -05/v
(25)
com 0s seguintes autovalores

n=-10 ¢ r=-05 (26)

Agora, como os autovalores sdo reais negativos, o ponto (2.0, 0) € um ponto
assintoticamente estavel do sistema linearizado (25) e do sistema (20). Assim, dadas
condicoes iniciais, as trajetorias de (20) se aproximam do ponto de equilibrio (2.0, 0),
quando ¥ — % de modo que o ponto estudado corresponde a ocorréncia da extingao
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da populagao de predadores. A Figura 5 representa o campo de dire¢des do sistema
(20) para varias condi¢des iniciais.
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Figura 5: Campo de direcdes do sistema (20). As curvas sao as solucgdes particulares (com
extingdo) para as condic¢des iniciais: (0.5, 1.0), (1.0, 1.0) e (2.5, 0.5).

A Figura 6 mostra a dependéncia de x e y, em t, para a condicao inicial (1.0,
1.0). Note que, devido a alta taxa de mortalidade dos predadores, c =1.5, a populacao
de predadores diminui até a extingcdo, enquanto a populacdo de presas atinge sua
saturacgao.

2.0
1.57
> 1.0

0.57

0.0
0

Figura 6: Populacdes de presa (curva azul) e de predadores (curva verde) descritas pelo
modelo de Lotka-Volterra (20), em relagéo ao tempo f, para a condi¢éo inicial (1.0, 1.0).

4 MODELOS DE MONOD-HALDANE

Uma variagdo importante do modelo de Lotka-Volterra é o modelo de Monod-
Haldane. Jacques Lucien Monod (1910-1976) foi um bidlogo francés premiado com o
Prémio Nobel de Medicina em 1965 e um dos fundadores da Biologia Molecular. John
Burdon Sanderson Haldane (1892-1964) foi um biélogo britédnico e um dos fundadores
da Genética Populacional.
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Inicialmente, Holling (1963) propds trés diferentes tipos de respostas funcionais
para sistemas predador-presa, todas monotonamente crescentes. Por outro lado
se observa respostas ndo monotbénicas em alguns sistemas predador-presa. Uma
resposta funcional do tipo Monod-Haldane é adequada para sistemas que apresentam
algum tipo de efeito inibitério na resposta dos predadores as mudancgas na populacao
de presas (ZHANG; LI, 2014). Tais respostas funcionais sdo atualmente também
chamadas de respostas funcionais Holling do tipo IV. Uma revisédo sobre estes modelos
com resposta funcional &€ encontrada nas referéncias (HASTINGS, 1997; MAY, 2001).

Modelos de Monod-Haldane séo da forma (BAEK; DO; SAITO, 2009)

KXy v
a VT T a+ed)
dy _ yx

- y[ -C ] )
dt 7t by o8

onde @ ¢ ph K=ql/k, & e 7 s&o constantes positivas com d ataxa
de nascimento de presas, ¢ a taxa de mortalidade de predadores, & o0 nivel de
interferéncia da populacao de presas na predacao, K a taxa de saturacéo da populacéo
de presas e & g } as taxas de interacao entre presas e predadores.
Considere a parametrizagao do sistema (14) em (28), com o nivel de interferéncia
da populagdo de presas na predacdo dado por b =0.05. Note que temos uma
interferéncia baixa. Segue o seguinte sistema de Monod-Haldane

dr _
di

d_y = y( sz - 07SJ .
dr 21 (1+0.05x%) 00

Resolvendo as equacgdes de equilibrio de (29) e considerando que tais solucdes

) 0.5xy

x(1-0.5x)- 2=
(1 +0.05x%)

(populagcdes) devem ser reais e positivas, tém-se trés pontos de equilibrio para o
sistema (29), ou seja, (0, 0), (2.0, 0) e (1.7225, 0.3186). Como nos casos anteriores, 0
sistema (29) tem comportamento quase linear em torno destes pontos. Verifica-se que
os pontos (0, 0) e (2.0, 0) sédo pontos de estabilidade instavel (autovalores reais com
sinais trocados), enquanto o ponto de equilibrio (1.7225, 0.3186) € assintoticamente
estavel (autovalores complexos com parte real negativa).

A Figura 7 representa o campo de dire¢des do sistema (29) para varias condi¢des
iniciais. A Figura 8 mostra a dependéncia de x e y, em t, para a condicéo inicial (1.4,
0.4). Note que o pequeno nivel de interferéncia da populagcao de pressas na predacgao,
dado por b=0.05#0, gera uma dindmica diferente das dindmicas observadas
anteriormente. Nota-se, por exemplo, que o sistema predador-presa demora mais
para atingir uma situacéo estacionaria.
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espécie presa (parametro a) e a taxa de encontro das espécies (parametro }). Uma
razdo desfavoravel desses fatores pode levar uma populagdo a extingao.

Estudou-se também o efeito da resposta da populacdo dos predadores as
mudancgas na populacdo de presas, efeito chamado de resposta funcional. Dentre
os modelos de resposta funcional foi dada maior atencédo aos chamados modelos
de Monod-Haldane. Em tais modelos, por meio de um parametro que descreve a
interferéncia da populacao de presas na predacéo (parametro b), podem-se descrever
varios fendbmenos, inclusive a dificuldade que determinados sistema predador-presa
tém para atingir situagdes estacionarias, necessitando de grandes intervalos de tempo.

Enfim, salienta-se que o estudo de sistemas com nespécies, algumas predadoras
outras presas, pode ser realizado por meio de um sistema de n equacdes diferencias
acopladas. Tais sistemas apresentam uma dindmica complexa, geralmente cadtica.
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