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APRESENTACAO

A Engenharia Mecéanica pode ser definida como o ramo da engenharia que aplica
0s principios de fisica e ciéncia dos materiais para a concepg¢ao, analise, fabricacéo e
manuteng¢ado de sistemas mecanicos

Nos dias atuais a busca pela redugdo de custos, aliado a qualidade final dos
produtos € um marco na sobrevivéncia das empresas. Nesta obra é conciliada duas
atividades essenciais a um engenheiro mecanico: Projetos e Simulagao.

E possivel observar que na Gltima década, a area de projetos e simulagédo vem
ganhando amplo destaque, pois através de simulagcées pode-se otimizar os projetos
realizados, reduzindo o tempo de execucéo, a utilizagdo de materiais e os custos finais.

Dessa forma, séo apresentados trabalhos tedricos e resultados praticos de
diferentes formas de aplicacdo e abordagens nos projetos dentro da grande area das
engenharias.

Trabalhos envolvendo simulagdes numéricas, tiveram um grande avanco devido
a insercdo de novos softwares dedicados a areas especificas, auxiliando o projetista
em suas funcdes. Sabe-los utilizar de uma maneira eficaz e eficiente € um dos desafios
dos novos engenheiros.

Neste livro sdo apresentados varios trabalhos, alguns com resultados praticos,
sobre simulagdes em varios campos da engenharia industrial, elementos de maquinas
e projetos de bancadas praticas.

Um compendio de temas e abordagens que constituem a base de conhecimento
de profissionais que se dedicam a projetar e fabricar sistemas mecanicos e industriais.

Boa leitura

Henrique Ajuz Holzmann
Joao Dallamuta
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CAPITULO 2

USO DE MALHAS NAO-ESTRUTURADAS NA RESOLUCAO

Gabriel Marcos Magalhaes
Universidade Federal de Uberlandia, Faculdade
de Engenharia Mecénica

Uberlandia — MG
Alessandro Alves Santana

Universidade Federal de Uberlandia, Faculdade
de Matematica

Uberlandia — MG

RESUMO: Muitos problemas da area de
engenharia envolvem a andlise da taxa de
variacao, de uma ou mais propriedades fisicas
em relacdo ao tempo e/ou espago. Assim
sendo, a modelagem matematica de diversos
fenbmenos fisicos é realizada por meio de
equacoes diferenciais. O chamado Método
dos Volumes Finitos (MVF) é uma das técnicas
numeéricas que existem para resolver equacoes
diferenciais, e possui uma caracteristica em sua
metodologia de grande valor: a conversacgao da
média da propriedade fisica em cada volume
de controle. A resolucéo por este método exige
o calculo dos fluxos nas faces dos volumes de
controle e para realizar esses calculos se faz
necessaria uma técnica de reconstrucdo para
que 0s mesmos possam ser avaliados. Uma
dessas técnicas consiste na reconstrucéo
da solugcdo baseada em minimos quadrados
em cada volume de controle. Essa técnica foi
apresentada por Gooch, e foi desenvolvida
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DA EQUACAO DA DIFUSAO

para aplicacdo em malhas n&o-estruturadas,
0 que permite uma melhor adequacéo para
resolucdo numeérica de Equagdes Diferenciais
Parciais (EDP) definidas em dominios espaciais
com geometrias complexas. O Método de
Reconstrucdao de Alta Ordem via Minimos
Quadrados (MRAOMQ) proposto por Gooch
tem como base a aproximac¢éo de uma funcéo,
em cada volume de controle, por um polinémio
cujos coeficientes sao baseados na série de
Taylor da funcéo e correspondem a valores
de derivadas parciais. O presente trabalho se
propde a apresentar a resolugcado da equacéao
da difusdo utiizando o MRAOMQ junto ao
MVF, em dominios bidimensionais, utilizando a
reconstrucdo com precisao de segunda ordem.
PALAVRAS-CHAVE: Método de reconstrucao
de alta ordem, método dos volumes finitos,
equacao da difusdo, malha nao-estruturada.

ABSTRACT: Many engineering problems
involving the analysis of the variation rate of
one or more physical properties over time and/
or space. Thus, the mathematical modeling
of several physical phenomena is performed
through differential equations. The Finite-
Volume Method (FVM) is one of the numerical
techniques that exist for solving differential
equations, and has a feature of great value:
the average conversation physical property
in each volume control. The resolution by
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this method requires the calculation of flows on the faces of control volumes and to
perform these calculations is required a reconstruction technique so that they can
be evaluated. One of these techniques consists of the reconstruction of the solution
based on minimum squares in each volume control. This technique was presented by
Gooch and was developed in unstructured grids, a fact that allows a better match for
numerical solution of Partial Differential Equations (PDE) defined in spatial domains
with complex geometries. The High-Order Reconstruction Method based on Minimum
Square proposed by Gooch is based on the approximation of a function in each control
volume, by a polynomial whose coefficients is based on the Taylor series of the function
and corresponds to values partial derivatives. This study aims to present the numerical
technique for solving the diffusion equation via the finite volume method using the High
Order Reconstruction Method to calculate the flows on the faces of control volumes in
bi-dimensional domains using the second order reconstruction.

KEYWORDS: High-order reconstruction method, finite-volume method, diffusion
equation, unstructured mesh.

11 INTRODUCAO

O estudo de diversos problemas de engenharia envolve a analise da taxa de
variacao espacial e/ou temporal de uma ou mais propriedades fisicas. Pode-se
objetivar conhecer, por exemplo, a variacdo da pressao, da tensao, da velocidade,
da temperatura, dentre outras propriedades e, por envolverem taxas de variagédo, o
conhecimento dessas propriedades esta ligadoa resolucéo de equacgdes diferenciais
parciais (EDP). Tais equagbes diferenciais, na maioria das vezes, s6 tem solucéo
via aplicacdo de métodos numéricos, uma vez que os métodos analiticos possuem
muitas limitacdes tais como a n&o linearidade das EDP, as condicOes de fronteira e as
geometrias dos dominios onde as mesmas sao definidas.

Dentre os métodos de resolugcdo numérica de EDP, um bastante utilizado é o
chamado Método dos Volumes Finitos (MVF). O Método de Volumes Finitos possui
uma caracteristica muito interessante na resolucao de problemas de engenharia, além
de outras areas, que é a conservacédo da média da propriedade fisica envolvida na
EDP em cada volume de controle. Utilizando o MVF ha varias técnicas para se resolver
uma EDP, entre elas estdo os métodos de alta ordem.

Os métodos de alta ordem tém o potencial de reduzir o esforco computacional
requerido para um dado nivel de precisdo da solugdo mantendo ou aumentando a
acuracia da solucéo. Alguns trabalhos foram desenvolvidos no sentido de se mostrar,
com resultados, o poder desses métodos, dos quais podemos citar como exemplos 0s
trabalhos de Bassi e Rebay (1997) e Zingg et al. (2000).

Os métodos dessa classe sao desenvolvidos de uma maneira mais ampla, de
modo geral, para problemas que trabalham com malhas estruturadas e Método dos
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Elementos Finitos. O desenvolvimento de métodos de alta ordem via método de
volumes finitos remonta ao trabalho desenvolvido por Barth e Frederickson (1990).
Posteriormente varios avancos foram conseguidos no que tange aos métodos de alta
ordem, como por exemplo, o desenvolvimento das técnicas ENO (Essentially Non-
Oscillatory) (HARTEN e OSHER, 1897) e ENO ponderado (Weighted ENO ou WENQO)
(HARTEN et al., 1987).

Os esquemas ENO foram desenvolvidos buscando corrigir uma deficiéncia dos
métodos que o precederam, garantindo maior uniformidade na precisdo para todos
0s pontos com uma vizinhanga suave. Apesar do ganho obtido e da obtencao da
reconstrucao por polindbmios de alta ordem, os métodos em questdo possuem uma
dificuldade no que diz espeito ao esténcil utilizado. Muitas vezes a procura pelo
esténcil “mais suave” para a reconstrucdo em um determinado volume de controle
€ uma tarefa bastante complexa. Buscando administrar essa questao surgiram os
métodos WENO, uma nova familia de esquemas que faz uso da soma de todos os
esténceis possiveis buscando pelo esténcil mais suave, usando todos os polinbmios
possiveis na forma de pesos dependentes dos dados, os pesos sdo da ordem do erro
de truncamento em esténceis nao-suaves. A maior dificuldade enfrentada frente a tais
proposicoes € a dificil implementacao de esquemas que utilizam a busca de esténceis
em malhas ndo-estruturadas, ja que estes devem ser procurados em todas as direcoes
simultaneamente e 0 numero de provaveis esténceis é muito grande.

Frente as dificuldades e deficiéncias de tais métodos, Ollivier-Gooch e Van
Altena (2002) se basearam no trabalho de Barth e Frederickson (1990), extendendo-o
para ordens mais elevadas, e assim apresentaram o método chamado de Método de
Reconstrucao de Alta Ordem baseado em Minimos Quadrados (MRAOMQ). A proposta
de Gooch consiste em uma técnica de alta ordem sem a necessidade dessa busca
pelo esténcil mais adequado, ou seja, € um método que independe de qualquer tipo
de topologia da malha, requerendo somente dados espaciais. A técnica usa esténcil
fixo para uma dada ordem, pesos dependentes dos dados e a solugao das equacdes
de conservagao.

O MRAOMQ tem por esséncia a aproximagao de uma funcao ¢, em cada volume
de controle, por um polinbmio cujos coeficientes séo baseados na série de Taylor da
funcédo e correspondem a valores de derivadas parciais. Esses coeficientes sdo obtidos
de tal forma que se tenha garantia da conservacao da média da propriedade ¢ em
cada volume de controle. Os autores enxergavam um alto potencial no uso da técnica
para a resolucdo de Equacdes Diferenciais Parciais (EDP) via Método dos Volumes
Finitos (MVF). O polinbmio obtido em cada volume de controle, nessa estratégia, é
utilizado para calcular os fluxos nas faces de cada um dos mesmos.

No que diz respeito ao MVF existem duas possibilidades de esquemas: cell-vertex
e cell-centered. Quando se utiliza a primeira técnica as informagdes das propriedades
fisicas definidas pela funcdo ® sdo armazenadas nos vértices dos triangulos da
malha, ja quando utiliza-se a segunda as informagdes sao guardadas no centroide
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dos triangulos da malha.

A
& &

Figura 1. Volume de controle para as técnicas cell-vertex (esquerda) e cell-centered (direita). Os
volumes de controle séo representados pelas areas hachuradas.

Os volumes de controle (VC) gerados para cada as técnicas cell-vertex e cell-
centered sao apresentados na Fig. (1), onde é possivel observar com maior clareza o
fato de que as duas técnicas conduzem a volumes de controle distintos. No presente
trabalho foi usado o volume de controle centrado na célula, correspondente a técnica
cell-centered.

2| METODO DE RECONSTRUCAO DE SEGUNDA ORDEM

O método de reconstrucéo de segunda ordem, o qual é abordado no presente
trabalho, € um caso particular do método de reconstrucéo de alta ordem elaborado
por Ollivier-Gooch e Van Altena (2002) junto aos seus colaboradores. A esséncia
de tal técnica consiste em aproximar uma funcao @, em cada volume de controle,
por um polinémio baseado na série de Taylor da fung¢do. Para tanto, os coeficientes
desses polinbmios, que sao derivadas parciais da fungéo, precisam ser determinados.
Tal determinacéo é realizada obedecendo o principio de conservacdo da média da
propriedade P em cada volume de controle. Com isso, a ordem de precisdo da
reconstrucao é diretamente dependente do numero de termos da série de Taylor
utilizada. Considere a expansédo em série de Taylor da funcdo @i em torno do ponto
(xiryi), onde i é o volume de controle e @® é o valor da solucéo obtida através da

reconstrugao.
dap 0¢ 10%¢
R — ol 4 — X - — )+ ——= — x:)?
¢ =l + Pf; + ax|t_(x x;) + ayL(y ya)"‘zaxz i(x x;)
2 1 aqu X
+6x6y i(x— J"-’z)(y—%')'l'za—y2 =y +-

i (1)

A precisdo da reconstrucdo da solucdo depende do numero de termos do
polinbmio apresentado na Eq. (1). No que tange a precisao para fungdes suaves, uma
reconstrucao é dita ser k-exata, ou tem preciséo de ordem k + 1, quando tem-se valido
que P(X) €E{x™y" :m+n <k} onde m e n sdo as poténcias dos monémios que
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aparecem na expansao em serie de Taylor da funcédo ¢. Com isso tem-se a seguinte
equivaléncia:

¢7 () = P(X)

O presente trabalho visa a utilizagado do MRAOMQ de segunda ordem, o que
determina que a série deve ser truncada apds o terceiro termo, ou seja, para a
reconstrucdo de segunda ordem a parte necessaria da Eq. (1) € mostrada na Eq. (2):

d¢ 0¢

Rl oa 22 (v — vy 22 (v — v,
b; ¢|L+axix xa)+ayi(y Vi) "

A escolha dos coeficientes da expansao é realizada de modo que, no volume de
controle, o valor médio seja conservado e o erro na representagcdo de uma solugéo
suave seja minimizado. O valor médio da funcéo de reconstrucdo em um volume de
controle qualquer V, é dado por:

1 . _
A_,,ﬂ ¢i dA = ¢,
Ai (3)

Portanto, para segunda ordem, substituindo a Eq. (1) na Eq. (3), tem-se:

—ﬂhh 4@—@
(4)
Que pode ser escrita como:
ap| _ ap| _ _
¢'|i+_|_x —| Vi =
‘ (5)
onde
-—lﬂ( ) dA -—lf( ) dA
xi_Ai X— X; e}’i—Ai y—UYi
A; A; (6)

séo os termos chamados de momentos. As duas integrais da Eq. (6) foram
calculadas utilizando uma férmula de integracdo numérica, com preciséo de grau trés,
presente em Quarteroni et al. (2010). A técnica utilizada faz uso de sete pontos no
tridngulo: vértices, pontos médios das arestas e centroide, para o calculo da integral.
Para obter as derivadas parciais que irdo determinar os polinémios de reconstrucao é
necessario agregar mais informacgdes a Eq. (5) para cada volume de controle . Isso €
feito acrescentando a exigéncia de que o valor médio de qbf nos volumes de controle
vizinhos seja conservado. Portanto, chega-se a:

1 ([ .« _
™ fq;i dA = ¢  j=123..N,

(7)
onde Ny, corresponde ao nimero de volumes de controle vizinhos ao i-ésimo
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volume de controle.

Para o célculo da integral apresentada na Eq. (7) foi utilizada uma integracéao
numeérica via quadratura gaussiana. Uma regra de quadratura gaussiana consiste na
aproximacao da integral de uma funcao, estabelecendo um somatoério com pesos dos
valores assumidos pela funcéao em pontos especificos dentro do dominio de integracéao,
0s chamados pontos e pesos de Gauss. Para o céalculo da equagao em questao foram
utilizados 13 valores relativos aos pontos e pesos de Gauss propostos por Dunavant
(1985), visando a obtencéao de uma aproximacéo de ordem 7.

Substituindo a Eq. (1) na Eq. (7), apbs algumas operagdes, obtem-se a seguinte

equacao:
d¢p o _
Olit 5| Xij+ 2| Vi = @)
0x i By i (8)
onde X;j = Xj +x; — x; e yij = yj +¥j —Yyi s&o chamados termos

geométricos. Nos volumes de controle internos da malha, que ndo tem nenhuma face
na fronteira, o polinbmio de reconstrucéo é obtido entédo resolvendo o sistema linear
sobredeterminado dado por

1 Xi Vi
w;; Wi ¥y WP w 1
TSNS ¢x ;1¢1 com  wij =73
Wiz WixXjp; Wi2Yiz ;2@52 |% — %]
Wiz Wi3Xi3 Wi3)i3 wizP3 9)

sendo W;jj parametros de ponderagéo baseados no inverso da distancia do
volume de controle ipara o volume de controle vizinho jque sao inserido com o objetivo
de se levar em consideracao a influéncia pela distancia deste ultimo na obtencéo da
solucéo.

Com relacdo a reconstrucédo dos volumes de controle da fronteira, € necessério
um tratamento especial para levar em consideracéo o tipo de condi¢ao de fronteira, as
quais, no presente trabalho, podem ser Dirichlet ou Neumann.

Para garantir que a ordem do método seja preservada no contorno, sao
adicionadas restricdes adicionais na formacao do sistema, ja que os tridngulos da
fronteira possuem apenas um ou dois vizinhos no esténcil da reconstrucdo de
segunda ordem, porém, o numero de vizinhos vai depender da ordem desejada para a
reconstrucdo. Tais adigcdes sdo equacgdes aplicadas nos pontos de Gauss da fronteira.
Esses pontos, nada mais sdo que, as coordenadas dos pontos médios dos lados de
cada triangulo na fronteira quando se trata de uma reconstru¢ao de segunda ordem,
porém, o numero de pontos vai depender da ordem desejada para a reconstru¢do. Os
sistemas obtidos para os volumes de controle posicionados nas fronteiras tanto sob
condicao de Dirichlet quanto de Neumann sao apresentados a seguir:

Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecénica 2 Capitulo 2




Dirichlet Neumann

1 X; Vi & (of 1 X; Vi & bi

1 Axg Ay.g — d)g 0 (nx)g (nx)g ¢ _ (V¢ ﬁ)g
Wiq wi1fi1 wil?il ¢x wu(@ Wiy wufn U—‘u?m d); B w14
Wiz WixXjz Wiz2Vi2 Wiz, Wiz WixXj; Wiz2Yi2 Wir P

Nos sistemas lineares sobredeterminados apresentados acima tem-se que
Axg = x5 — xi, Dyg =Yg — Vi Tig = (Mx,My), (coordenadas da normal em relacéao
aos ponto de Gauss na fronteira) Vg = (Px(Xg,¥g), Py (Xg,¥g)) sendo (x4, ¥4) 0
ponto de Gauss na face da fronteira. Os pontos de Gauss no caso da reconstrugcéo de
segunda ordem sdo os pontos médios da respectiva face do volume de controle que
esta na fronteira.

Objetivando-se a obtencdo de aproximagdes com alto grau de precisao,
no sentido dos minimos quadrados, foram utilizadas, na resolugcao de todos os
sistemas sobredeterminados supracitados, transformag¢des de Householder. Tais
transformacgdes, conforme consta na teoria apresentada por Leon (2000), sédo baseadas
em transformacdes ortogonais, os quais séo bastante estaveis com relagdo aos erros
de arredondamento do computador.

31 RESOLUGCAO DA EQUACAO DA DIFUSAO

Para a resolucdo sera considerada a equacao da difusédo com termo fonte
estacionaria, a qual é dada por:
-V (kVe) = f (10)
A Eq. (10) é dependente apenas das variaveis x € y e ndo varia com o tempo.

Desse modo, se é adicionado ¢; no primeiro membro da equagéo a relagdo de
igualdade é mantida, ja que ¢: é zero.

29 _
A CORTN

Realizando-se a integracao do termo transiente, o fluxo difusivo e o termo fonte
da Eqg. (11), em cada VC do dominio discretizado () segue que:

ﬂ— dQ + ﬂ[—v- (kV)] dQ = fffdﬂ
Q Q (12

Com a aplicacdo do teorema de Gauss sobre a Eq. (12) tem-se:

ﬂ— 4o + jli[ V- (V)] - ds = f fdo
@ (13)
O termo transiente da Eq. (13) pode ser aproximado considerando o seu valor
médio no volume de controle. Denotando por 4a a area do dominio Q segue que
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35
BQ: Ag + %[—V-(KVQ‘))]-nds: f fda

a0 Q (14)

Realizando a discretizacdo do termo temporal por diferencas progressivas,

chega-se a:
Tn+l _ Fn
%An-l- ff[—v-(mb)]-nds: f £ do
an Lo} (15)
¢l = " — -V (kV®)]-nds — [| fdQ
sl g f
IF TF (16)

com k=1,2,..,np, sendo NP o nimero de estagios e Xk os pardmetros do
método de Runge-Kutta (Runge-Kutta time-stepping scheme segundo Haelterman et
al. (2009)) que foi utilizado.

Percebe-se que, no desenvolvimento, a derivada de ¢ em relacdo ao tempo
acrescentada tem uma funcao auxiliar no processo de obtencao da solu¢ao numérica.
Foi acrescentada com a finalidade de se montar um processo de integracéo temporal.
O método de Runge-Kutta multiestadgio € um método de evolugdo temporal. Assim
sendo, por ser um problema pseudotransiente, a integracdo temporal devera ser
realizada até atingir um estado estacionario. Dessa forma, a partir de uma solucéo
inicial, a solugao ira evoluir no tempo, e em cada iteragdao do processo de integracéo
temporal, a solugdo sera reconstruida com as aproximagdes nodais obtidas em cada
volume de controle. Essas reconstrucdes, que s&o polinbmios, s&o entao utilizadas para
calcular as integrais dos fluxos. Os passos sao realizados até que, como comentado
anteriormente, a solucéo fique estacionaria em cada volume de controle.

Os parametros @) que aparecem na Eq. (16) sado calibrados de acordo com
0 problema, e na literatura podem ser encontrados diversos valores para esses
parametros. No presente trabalho optou-se pela utilizacdo do método de Runge-Kutta
com 5 estagios e, baseado nisso, foram utilizados os parametros propostos por Ollivier-
Gooch (1995), os quais sao dados por

1 7 2 1

0.'4258 055:1

O termo IF é a integral dos fluxos difusivos, e envolve o célculo de uma integral
de linha em torno do volume de controle. O contorno de um dado VC faz comunicacgéao,
tem interseccé&o, com outros volumes de controle. Assim sendo, dado um volume de
controle | que tem uma face em comum com um volume de controle J, para calcular
a integral na face AB, conforme mostrado na Fig. 2, sdo realizadas as seguintes
consideragoes:
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Figura 2. Representagéo da face AB que € comum aos volumes de controle | e J.

+ Pontos de Gauss: A ordem do polinémio de reconstrucéo determina o nume-
ro e a localizagdo dos pontos de Gauss nas faces dos volumes de controle.
As derivadas dos polinémios (que sao as aproximagdes dos fluxos) séo ava-
liadas nesses pontos localizados sobre a face AB ao se realizar o calculo da
integral de contorno.

+ Fluxos difusivos: Os fluxos difusivos nos pontos de Gauss da face AB sao
calculados tomando as médias ponderadas pelas areas dos volumes de
controle @1 € @; em cada ponto de Gauss. No caso do presente trabalho,
que aborda o MRAOMQ de segunda ordem, foi utilizado um unico ponto de
Gauss em cada face do VC para calculo dos fluxos das integrais de contor-
no.

« Termo fonte: para o calculo do termo fonte foram utilizados os valores para
0s pontos e pesos de Gauss propostos por Dunavant visando a obtencao de
uma aproximacao de ordem 7.

Para calcular o termo IF da Eq. (16) utiliza-se, para o caso da reconstru¢ao de
segunda ordem, a seguinte formula:

3
_ o O R, J@)|.,®
IF = Z[—K(xg 'Y )V(;bm(xg 'Yy )] ng
i=1 (17)
onde
. (xg),yg)) séo os pontos de Gauss em uma dada face AB que esta na
intersec¢do de um volume de controle | com outro J.

c Ng = (nx; le) sdo as componentes das normais nos pntos de Gauss.

‘ Vd);?l(xg),yg)) é a média do gradiente na face que, tomando por AVC a

area do volume de controle, € dada por:

03T P OIVC + 9GPy 0y AVE,

RO (DY — ri(
Vo (xgy,") = AVC,+AVC, (18)
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4| TESTES COMPUTACIONAIS

Para a exemplificacdo do método e de seu comportamento quando utilizado
na resolugcado da equacao da difusao sdo apresentados alguns resultados visando
explorar diferentes parametros. Os testes realizados visam mostrar o comportamento
da técnica em uma situacao onde apenas uma fronteira esta sob condicéo de Dirichlet
com as demais sob condicdo de Neumann e outra situagéo onde se utiliza uma fungéo
teste com alta variagéo ao longo de um dominio com geometria mais complexa.

4.1 Teste 1

Na primeira situagéo foi utilizada uma geometria com um nivel de complexidade
nao tao alto. O foco desse teste é mostrar a reagcdo do método a presenca da maioria
das fronteiras sob condicdo de Neumann, para isso apenas a base foi submetida a
condicao de Dirichlet, com as demais fronteiras sob condicdo de Neumann. A funcao
teste utilizada foi ¢ = 100e™sen(mx) e o coeficiente de difusdo a = 0,01.

060 120

I I
100

040

020

|
060 1.00

000

Al
040 0

0.00 0.20 60

Figura 3. Grafico da solugdo gerada no teste 1.

2.2 Teste 2

No segundo teste realizado a reconstrucdo foi realizada sobre uma geometria
complexa com uma funcéo teste que possui alta variacdo ao longo do dominio. O
objetivo deste teste & demonstrar como o método se comporta em uma situacéo na
qgual a geometria ndo € simples como a demonstrada anteriormente. A fungéo utilizada
foi ¢ = sen(mx)sen(my) e todos os lados da geometria se encontram sob condigao
de fronteira de Dirichlet.
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Figura 4. Grafico da solucao gerada no teste 2.

51 VERIFICACAO COMPUTACIONAL

A verificagdo computacional € uma etapa que deve estar presente em projetos
de resolucao numérica, pois é nesta etapa que torna-se possivel verificar se a solugao
aproximada pela técnica utilizada esta retornando resultados com a ordem de precisao
declarada pela teoria do método.

A metodologia utilizada no presente trabalho para a realizacdo desta etapa
foi adotada por Van Altena (1999) e se baseia na analise dos fluxos difusivos que
aparecem na equacao da difusdo, onde R corresponde ao que chama-se de residuo e
Q é o dominio sobre o qual realiza-se a integracao

R= [[1=7-0wg) - f10

Q (19)

considerando o comportamento dos dois tipos de condi¢des de fronteira tratados
(Dirichlet e Neumann). Nesse processo, uma sequéncia de integrais sédo calculadas,
utilizando polinémios de reconstrucéo, sobre malhas nao-estruturadas que aumentam
sucessivamente o refinamento.

Apos o calculo do residuo, através da Eq. (19) é construido um grafico log(numero
de volumes de controle) X /og(erro), onde o erro é obtido pelo calculo da norma L, que
é dada pela Eq. (20), sendo n o nimero de volume de controles e 4; corresponde a
area do volume de controle i.
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1
zz‘;lA;-Rfr
(20)

L, =
’ ?zlAi

Logo ap6s a determinagao do erro em malhas progressivamente refinadas sobre
o dominio sdo geradas tabelas com os dados obtidos, 0os quais s&o apresentados na

Tab. (1) para o teste 1 e na Tab. (2) para o teste 2.

n L, log(n) log(L2)
37 8,62075e+00 3,61092 2,15417
148 2,15947e+00 4,99721 0,76986
592 5,39860e-01 6,38351 -0,61644
2368 1,34922e-01 7,76980 -2,00306
9472 3,37249e-02 9,15610 -3,38952

Tabela 1. Tabela dos dados utilizados na verificagdo computacional com a funcéo teste f.b =

100e™sen(mx) relativa ao teste 1 da secdo anterior.

n L, log(n) log(L2)
1604 2,47837e-01 7,38026 -1,39498
6416 6,31510e-02 8,76655 -2,76223

25664 1,58606e-02 10,15284 -4,14392
102656 3,96944e-03 11,53914 -5,52913
410624 9,92593e-04 12,92543 -6,91519

Tabela 2. Tabela dos dados utilizados na verificagdo computacional com a fun¢ao teste ¢y =
sen(mx)sen(my) relativa ao teste 2 da se¢éo anterior.

De posse dos dados é possivel a geracao do gréfico citado anteriormente. Os

graficos para os dois testes sdo apresentados nas Figs. (5) e (6) para os casos 1 e 2,
respectivamente.
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porﬂoslda tabela O
-0.9998092x+5.76529

log (L2)
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3 4 5 3] 7 8 9 10
log (n)

Figura 5. Grafico construido com os dados da Tab. (1) para mostrar a taxa de convergéncia do
método.

pon;os databela O
-0.995987x+5.96302

log (L2)

7 i i i i i
7 8 9 10 11 12 13
log (n)

Figura 6. Grafico construido com os dados da Tab. (2) para mostrar a taxa de convergéncia do
método.

Nos graficos mostrados na Fig. (5) e na Fig. (6) as retas apresentadas foram
obtidas por meio da regresséo linear dos pontos apresentados na Tab. (1) e na Tab. (2),
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respectivamente. A legenda de tais retas apresenta a equacéo geradora das mesmas,
tornando possivel observar que para o teste 1 o coeficiente de inclinagdo da reta é
—-0,999809, j4 para a segunda situacao esse parametro assume o valor de —-0,995987.

O coeficiente angular de ambas as retas de ajuste é negativo e o dobro de seu
valor, em modulo, ira fornecer a ordem de precisao do método, conforme apresentado
por Van Altena (1999). Realizando-se tais opera¢cdes com o valor apresentado no
primeiro grafico, que corresponde ao teste 1 apresentado na secéo anterior, obtém-
se 1,999618, ja para o segundo, que corresponde ao teste 1 apresentado na secéao
anterior, o valor calculado € 1,991974, verificando assim que, conforme pretendido, o
método utilizado na resolucao é de segunda ordem para ambos o0s teste apresentados,
gue envolvem diferentes tipos de condicdes de contorno.

6 | CONCLUSOES

O presente trabalho aplica a técnica de Reconstrucao de Alta Ordem via Minimos
Quadrados a resolugcao da equacao da difusdo em geometrias com diferentes niveis
de complexidade e diferentes combinac¢des de condicbes de contorno. Tais situacoes
foram verificadas e, conforme mostrado anteriormente, atingiram os resultados
almejados. Apesar de ter demonstrado a resolucéo de uma EDP relativamente simples
€ possivel observar que o0 MRAOMQ é uma ferramenta que pode ser utilizada para
lidar com outras EDP de interesse na area de mecanica dos fluidos e diversas outras
areas da engenharia pela acuracia nos resultados e a flexibilidade quanto a diversas
geometrias. Na sequéncia do trabalho a equacao da adveccéao-difusao foi resolvida
utilizando o mesmo método demonstrado no presente trabalho, exigindo um tratamento
a mais para o termo advectivo. A solucdo da EDP da advecgado-difusdo também
apresentou bons resultados em dominios com diferentes niveis de complexidade e
diferentes composi¢des de condigdes de contorno. Frente os resultados obtidos pode-
se concluir que o MRAOMQ é um método robusto e capaz de ser aplicado em diversos
problemas de engenharia de diferentes areas.
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