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APRESENTACAO

A Engenharia Mecéanica pode ser definida como o ramo da engenharia que aplica
0s principios de fisica e ciéncia dos materiais para a concepg¢ao, analise, fabricacéo e
manuteng¢ado de sistemas mecanicos

Nos dias atuais a busca pela redugdo de custos, aliado a qualidade final dos
produtos € um marco na sobrevivéncia das empresas. Nesta obra é conciliada duas
atividades essenciais a um engenheiro mecanico: Projetos e Simulagao.

E possivel observar que na Gltima década, a area de projetos e simulagédo vem
ganhando amplo destaque, pois através de simulagcées pode-se otimizar os projetos
realizados, reduzindo o tempo de execucéo, a utilizagdo de materiais e os custos finais.

Dessa forma, séo apresentados trabalhos tedricos e resultados praticos de
diferentes formas de aplicacdo e abordagens nos projetos dentro da grande area das
engenharias.

Trabalhos envolvendo simulagdes numéricas, tiveram um grande avanco devido
a insercdo de novos softwares dedicados a areas especificas, auxiliando o projetista
em suas funcdes. Sabe-los utilizar de uma maneira eficaz e eficiente € um dos desafios
dos novos engenheiros.

Neste livro sdo apresentados varios trabalhos, alguns com resultados praticos,
sobre simulagdes em varios campos da engenharia industrial, elementos de maquinas
e projetos de bancadas praticas.

Um compendio de temas e abordagens que constituem a base de conhecimento
de profissionais que se dedicam a projetar e fabricar sistemas mecanicos e industriais.

Boa leitura

Henrique Ajuz Holzmann
Joao Dallamuta
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CAPITULO 1

RESOLUCAO DA EQUACAO DA DIFUSAO UNIDIMENSIONAL
COM SOLUCAO SUAVE UTILIZANDO MALHA ADAPTATIVA

Gabriel Marcos Magalhaes
Universidade Federal de Uberlandia, Faculdade
de Engenharia Mecénica

Uberlandia — MG
Hélio Ribeiro Neto

Universidade Federal de Uberlandia, Faculdade
de Engenharia Mecénica

Uberlandia — MG
Aristeu da Silveira Neto

Universidade Federal de Uberlandia, Faculdade
de Engenharia Mecénica

Uberlandia — MG

RESUMO: Em problemas de engenharia
€ comum que se tenha singularidades de
propriedades: fisicas, geométricas e na propria
solugcdo. Para a solucdo numérica desses
problemas é necessario um determinado
passo espacial para que se obtenha a
acuracia pretendida. Nas demais regides
do dominio a utilizacdo do mesmo passo
espacial € desnecessaria e indesejada, pois
ndo existirdao grandes ganhos na acuracia da
solucao e o custo computacional sera elevado.
Nesses casos, a utilizagdo da metodologia de
Refinamento Adaptativo de Malhas Estruturadas
(RAME) é um bom recurso, pois possibilita o
elevado refinamento da malha em regides de
interesse, enquanto permite 0 uso de malhas
mais grosseiras nas demais regides do dominio

Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecénica 2

numérico. No presente trabalho apresenta-se a
solucdo da equacgao da difusdo unidimensional
e transiente utilizando a metodologia RAME.
foram

As derivadas espacial e temporal

discretizadas respectivamente via Método
de Diferencas Finitas Centradas e Método
de Euler de primeira ordem. Conhecendo
solucdo optou-se
pelo posicionamento dos niveis de maximo

as caracteristicas da

refinamento em torno dos pontos de maxima
derivada da funcédo. O critério de remalhagem
dindmica adotado depende da velocidade com
que a funcdo se movimenta no dominio. O
programa desenvolvido permite a utilizacao de
quantos niveis e blocos de refinamento forem
necessarios. A deciséo da topologia da malha
inicial deve ser tomada pelo usuario. Dessa
forma, varios testes podem ser realizados
e analisados. Foram realizadas diferentes
simulacbes para se analisar os ganhos que a
metodologia RAME pode proporcionatr.

PALAVRAS-CHAVE: Equacdo da difuséo,

malha com refinamento moével, malha
estruturada.
ABSTRACT: In engineering problems it is

common to have properties of singularities:
physical, geometric and own solution. For the
numerical solution of these problems a certain
spatial step to obtain the desired accuracy is
required. In other regions of the domain using
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the same spatial step is unnecessary and unwelcome, because there will be not big
gains in the accuracy of the solution and the computational cost will be high. In such
cases, the use of Adaptive Mesh Refinement (AMR) methodology is a good aproach, it
allows the high refinement of the mesh in areas of interest, while allowing use coarse
grid in other regions of the numerical domain. This paper presents the solution of one-
dimensional and transient diffusion equation using the AMR methodology. The spatial
and temporal derivatives respectively were discretized with Finite Difference Method
Centered and Euler method of the first order. Knowing the solution characteristics
opted for the positioning of the finer levels of refinement around the points of maximum
derivative of the function. The criteria of dynamic remeshing adopted depends on the
speed that the function moves in the field. The developed code allows the use of as many
levels and refining blocks are desired. The decision of the initial mesh topology should
be taken by the user. Thus various tests can be performed and analyzed. Different
simulations were made to analyze the gains that AMR methodology can provide.
KEYWORDS: Diffusion equation, mesh with dynamic refinement, structured mesh.

11 INTRODUCAO

Muitos problemas que aparecem corriqueiramente na engenharia envolvem a
analise dataxade variacéo, ou seja, a analise da derivada, de uma ou mais propriedades
fisicas em relacdao ao tempo e/ou espago. Por exemplo, em Mecéanica dos Fluidos,
uma das areas da Engenharia Mecénica, € muito comum o desenvolvimento de
pesquisas cuja finalidade reside em analisar a variagéo da presséo, da temperatura,
da velocidade e de outras propriedades fisicas em relacdo ao espaco e/ou tempo.
Dessa forma, a modelagem matematica de fendmenos na area supracitada conduz,
em muitos desses casos, a Equacdes Diferenciais Parciais (EDP).

As EDP podem ser divididas em trés classes: as parabdlicas, as hiperbdlicas e as
elipticas. As equacgdes diferenciais parciais parabdlicas, classe enfocada no presente
trabalho, segundo Chapra and Canale (2009), determinam como uma incognita varia
tanto no espaco quanto no tempo. Isso se manifesta pela presenca tanto de derivadas
espaciais quanto temporais. A equacao da difuséo € uma EDP parabdlica e, portanto,
possui as caracteristicas citadas.

Nesta area do conhecimento utilizam-se técnicas muito difundidas para solugao
numérica de equacgdes diferenciais ordinarias e parciais, dentre as quais podemos
destacar: Método dos Elementos Finitos, o Método de Diferencas Finitas (MDF) e o
Método dos Volumes Finitos. Patankar (1980) diz que o método de diferencas finitas
pode ser definido como uma aproximacéao das derivadas por razées incrementais finitas
calculadas sobre malhas espaco-temporal, utilizando séries de Taylor truncadas. Sua
deducéo € puramente matematica. O método dos volumes finitos € similar ao MDF, nele
os valores sédo calculados em razdes discretas em uma malha espacial que representa
o dominio. A diferencga, de acordo com Ferziger and Peric (2012), &€ que neste método
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as equacoes diferenciais s&o integradas em volumes de controle que formam a malha
computacional, o que resulta em uma formulacéo fisicamente conservativa. Em uma
malha cartesiana, as discretizacdes de algumas equacdes via MDF ou MVF levam ao
mesmo resultado.

No presente trabalho utiliza-se uma malha estruturada composta por blocos de
diferentes niveis que acompanham a soluc&o. A técnica utilizada é baseada no que
foi proposto por Berger (1984) utiliza blocos de malhas retangulares, orientadas e
organizadas de acordo com uma hierarquia de niveis de refinamento, devidamente
aninhadas. Com a utilizagdo desse método é possivel diminuir o custo computacional
de uma simulagao, pois nao € preciso refinar todo o dominio para capturar informacoes
gue necessitam do uso de malhas finas. O refinamento dindmico bloco-estruturado
utiliza esse método e identifica os locais nos quais sdo necessarios o uso de menores
espacamentos. Isso possibilita a solugcdo de varios escoamentos, nos quais a
regido que requer refinamento € mével. Escoamentos multifasicos sao exemplos de
problemas que podem ser resolvidos com essa metodologia. Villar (2007) utiliza essa
metodologia para avaliar escoamentos multifasicos bidimensionais e Pivello (2012)
resolve problemas multifasicos tridimensionais com a mesma metodologia.

Aproposta apresentada ao longo do texto faz o uso de umatécnica de remalhagem
para que os pontos de interesse do dominio sejam resolvidos sempre por um bloco
de malha refinada. Existem diversas estratégias de reconstrucdo de malha sobre um
dominio conforme abordado por Brito (1998) e por outros autores. A técnica escolhida
€ chamada de Método de Redistribuicdo Nodal Estatica (MRNE) que pode acontecer
com redistribuicdo nodal ou com refinamento de malha sendo que, no caso tratado
sera utilizada o primeiro.

A resolugdo da equagdo da difusdo unidimensional serd resolvida em duas
configuragcbes de malha diferentes, porém ambas utilizam apenas dois niveis de
refinamento, variando apenas o niumero de blocos presentes no dominio.

2| PROBLEMA DE INTERESSE

O presente trabalho possui como objetivo uma abordagem puramente matematica
de uma Equacao Diferencial Parcial (EDP) parabdlica unidimensional com termo fonte,
a qual é apresentada abaixo:

ou 02U

Ezaﬁ+f(x,t) "

Na Equacédo (1), U é a propriedade a ser transportada, esta propriedade é
dependente do tempo t e da localizagdo espacial x no dominio unidimensional. O
parametro a da EDP é uma constante que pode ser considerada como o coeficiente
de difusividade, determinando a rapidez com que a propriedade se difunde no dominio,
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por fim, f(x,t) & uma fungdo chamada de termo fonte.

O termo fonte do problema de interesse é determinado com base em uma técnica
de verificagdo computacional chamada método da solugdo manufaturada, a qual é
apresentada na sec¢ao a seguir.

31 METODO DA SOLUCAO MANUFATURADA

O termo fonte da Eq. (1) faz parte de uma técnica de verificacdo de cddigos
computacionais chamado método da solu¢cao manufaturada ou Method of Manufactured
Solutions (MMS). Segundo Salari (2000) esse método é bastante robusto pois permite
a identificagcao de qualquer erro no codigo que afete a taxa de convergéncia do método
numeérico.

A solugéo manufaturada Ue(%,t) utilizada no presente trabalho é dependente de x
e te se movimenta no dominio ao longo do tempo. Essa escolha foi realizada visando
possibilitar a implementacao de uma estratégia para a reconstru¢cao da malha sobre o
dominio, mantendo os blocos de malha mais refinados sobre os pontos mais criticos
da func&o U e ao longo do tempo. A solugao manufaturada escolhida para o presente
trabalho € apresentada na Eq. (2), onde U o corresponde a amplitude de , U, (x,t), L
€ o tamanho do dominio e é a velocidade com a qual a fun¢gdo se movimenta.

2mx c-t
Us(x,t) =U, sen( — )
L L7

Para a obtencdo do termo fonte f(X,t) parte-se da Eq. (1), realizando a
substituicdo de U por U,, como pode ser visto na Eq.(3):

o, _ U

at - @ o T/ @
Isolando o termo fonte f(%,t) na Eq. (3) tem-se:
ou, 92U,

foet) =%~ 5 “

Calculando a primeira derivada de U,.(x,t) emrelacdo a t e a segunda deriva-
da em relagdo a x teremos, respectivamente:

aUu, c 2mx c-t
-5

ot L\ 5
0°U,  4m® (2nx c-t)
T e N A

Substituindo-se a Eq. (5) e a Eq. (6) na Eq. (4) chega-se a Eq. (7):
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(x,t) = c (erx c-t)+ 41 (an c-t)
flx,t) = Lcos L I a Iz sen I I .

Definindo-se L = 2n[m], a« = L?, U, = 1[m/s] e chamando c/L de b podemos
reescrever a Eqg. (7) como a forma final do termo fonte, que € apresentado na Eq. (8).

f(x,t) = —b cos(x — bt) + 4m?sen(x — bt) -

41 METODO NUMERICO UTILIZADO

Para o desenvolvimento do trabalho foi utilizado o método dos volumes finitos
com a formulacéo de diferencas centradas para avaliacdo dos fluxos. Utilizando a Eq.
(1), faz-se a integral de superficie em um volume discreto, tanto o volume quanto os
pontos utilizados nesse processo sao ilustrados a seguir:

® e ® d
i-1 i i+1

Figura 1. Representacdo dos pontos envolvidos na discretizacéo.

Realizando a integragao citada acima, tem-se:

J;t+&t-[?d('; ft+AtJ- i _+J-£+Atf f(x t)
| il )

E pertinente que se realize as seguintes observagdes a respeito dos termos |||
e lll da Eq. (9):

« Termo I: a fungdo integrada ndo é dependente de x;

« Termo II: o pardmetro a é constante e, portanto, pode ser colocado fora da
integral. Além disso, a parte restante da fungcao nao é dependente de t;

Termo lll: considera-se o termo forgante constante dentro do volume de con-
trole no tempo t, com valor definido em te em %i, onde *i é o valor de x
no centro da célula. Isso faz com que o valor da integral apresentada nesse
termo seja aproximada por AxAt f(x;,t)" . Essa aproximacdo se torna exa-
ta, quando Ax e At tendem a zero.

ApOs tais consideragdes podemos reescrever a Eq. (9) como:

n+1 aU aU " n
(U —UMAx = a:At( -— ) + AxAt f(x;,t)
0x oxl,

(10)
Fazendo uso da técnica de diferencas centradas nas derivadas parciais presentes
na Eq. (10) tem-se:
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Uis1 —U; Ui — Uiy
Ax Ax

n
(U™ —UMAx = aAt( ) + AxAt f(x; , )"

(11)

onde o indice superior corresponde ao instante de tempo no qual a informacéo
€ avaliada, sendo que n+1 corresponde a uma informacédo no tempo atual
(t + At) e n corresponde ao tempo precedente (t). O indice inferior corresponde
ao volume de controle no qual a fungao é avaliada, tomando como base a Fig. (1),
além disso, e sao, respectivamente, o passo espacial e o passo temporal.

Para que se obtenha a equacgao explicita os termos obtidos no tempo atual séo
colocados do lado esquerdo da igualdade. Readequando a Eq. (11) segue:

alt
W(U:}'_l — ZUln + Uln_l) + At f(xi , t)n
(12)

De posse da equacéo discretizada, antes de apresentar o critério de remalhagem

Uttt =ul +

e as interpolagdes utilizadas, s&o apresentadas as malhas utilizadas na obtencéo dos
resultados. Tal exposicao é realizada na sec¢ao subsequente.

51 MALHAS UTILIZADAS

A proposta do trabalho é posicionar blocos mais refinados de malha sobre os
pontos de maxima derivada da funcéo ao longo do dominio. A principio a solucéo
manufaturada U, esta posicionada no dominio de modo que os valores a serem
captados, seguindo o critério proposto, estdo posicionados no inicio, no meio € no
final do dominio.

Quanto ao passo espacial de cada nivel, tem-se que o passo espacial do nivel
mais grosso ( k = 1) deve ser definido pelo usuario e o passo espacial de um nivel
k + 1 sera calculado como sendo a metade do passo espacial do nivel k, conforme
mostrado na Eq. (13).

Axk+ 1) = 220

2 (19
Em uma primeira tentativa, visando captar o comportamento da solugdo numérica
a nao conformidade com os critérios de posicionamento da malha utilizou-se uma
configuracdo de malha conforme mostra a Fig. (2). Nessa situacéo é usado somente
um bloco do nivel mais fino de malha, capturando somente o ponto de maxima derivada
situado no meio do dominio.

A ' A

Figura 2. Configuragdo de malha 1: utilizando apenas um bloco de malha do nivel mais fino.
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A segunda configuracdo de malha utilizada no dominio atende ao critério
preestabelecido, posicionando trés blocos do nivel mais fino, localizados exatamente
no inicio, no meio e no final do dominio, locais de ocorréncia dos valores de maxima
derivada da fungao U, no instante t. A malha em questao, bem como a proporgao do
dominio tomada por cada bloco sdo apresentadas na Fig. (3).

Ao longo do presente trabalho, por questao de facilidade, a malha apresentada
na Fig. (2) sera tratada por CM1 (configuracéo de malha 1), ja a apresentada na Fig. (3)
sera referenciada por CM2 (configuracédo de malha 2). Além disso, € muito importante
ressaltar que a malha utilizada néo faz uso de sobreposicéo de niveis.

o
— — — e
—"‘Y""— —y—
30% 30%|

Figura 3. Configuragao de malha 2: utilizando trés blocos de malha do nivel mais fino.

Na resolucéo do problema as fronteiras do dominio foram submetidas a condicéo
de Dirichlet. De modo a possibilitar o processo de reconstrucao da malha foi considerado
que o valor analitico da fungao U, € conhecido tanto na primeira quanto na Ultima
célula do dominio e ndo somente no ponto central de tais células.

6 | REMALHAGEM NO DOMINIO

Dentre as varias estratégias de remalhagem existentes optou-se por utilizar o
Método de Redistribuicdo Nodal Estatica com Redistribuicdo Nodal (MRNERN), que
também pode ser classificado como h-refinement com niUmero de pontos constante no
dominio.

A estratégia trabalhada mantém o numero de pontos constante no dominio e ndo
precisa, necessariamente, trabalhar com uma equacéo governante da remalhagem,
podendo simplesmente estabelecer um critério. Algumas caracteristicas do MRNERN
séo listadas a seguir:

+  Movimentacédo da malha em intervalos de tempo previamente fixados;

+ Algoritimo de solucdo totalmente independente do algoritimo de remalha-
gem;

+ Reconstrugdo da malha por meio de interpolagées utilizando informacgbes da
configuracéo anterior;

Reposicionamento dos n6s no dominio, mantendo o numero de nds cons-
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tante;

O critério de remalhagem adotado € dependente do parametro p, que corresponde
ao valor de c/L, e do passo de tempo. Em suma, a malha é reconstruida todas as vezes
gue um determinado ponto discreto da fungcédo desloca uma disténcia correspondente
a Ax(1). Obedecendo tal determinacdo os pontos de maxima derivada da funcdo
inicialmente envolvidos pelo nivel fino n&o sairdo do mesmo, partindo-se do pressuposto
que o usuario coloque um numero de células suficientes apds o ponto critico.

7| INTERPOLACOES

As interpolacbes sé@o parte fundamental do método pois sdo responsaveis
pela comunicacao entre niveis de malha diferentes e também pela transferéncia de
informacdes durante o processo de remalhagem.

No presente trabalho, utilizaram-se interpolacdes de terceiro grau em todos os
casos nos quais existe a necessidade deste processo, para minimizar os erros, que
sdo da ordem de Ax™, onde n é a ordem do polinémio. Um polindmio de terceira ordem
é suficiente para nao influenciar nos erros inerentes ao MVF utilizado, pois a ordem
do método de discretizacdo espacial é 2, que implica em erros da ordem de sz, e
a ordem do método de discretizacédo temporal é 1, implicando em erros da ordem de
At. Como At é calculado pela equagdo At = CLF - (Ax*/a), o erro da discretizacédo
temporal também é da ordem de Ax2. Para a determinacdo do polindmio interpolador
no caso de comunicacéo entre niveis devem ser utilizados quatro pontos em torno da
célula fantasma, sem levar em consideracao outras células fantasmas que estejam
na vizinhanca. No processo de remalhagem sao utilizados quatro pontos da malha
anterior, conforme sera melhor explicado posteriormente.

Todas as interpolacdes realizadas ao longo do processo de resolucéo utilizaram a
formulacéo de Lagrange que pode ser encontrada em varios livros de calculo numérico,
como em Franco (2006). A interpolacdo de Lagrange utiliza, no caso da obtencéo de
um polinémio interpolador de terceiro grau, quatro pontos em torno da localizagcédo do
dominio onde se deseja obter o valor da propriedade e o valor que a solugdo assume
em tais pontos.

A opcgao por tal método se deu pela generalidade e flexibilidade frente as
situacdes ocorrentes, mas apesar de tais caracteristicas utilizou-se sempre dois nos
precedentes e dois nés posteriores ao ponto em que se deseja conhecer o valor de
determinada informacéo.

7.1 Comunicacao entre niveis

Sempre que acontece a transicdo entre niveis a distancia entre o ultimo n6 de
um e o primeiro n6 do outro ndo obedece ao passo espacial de nenhum dos dois, e
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isso causa um grande problema ja que o método de discretizagéo utilizado exige a
utilizacao de dois pontos igualmente espacados em torno do ponto no qual se deseja
obter o valor numérico da informacao difundida. A solugao utilizada para tal situacéo no
presente trabalho foi a utilizacdo de células fantasmas, ou seja, células que obedecem
a exigéncia do método de diferencgas finitas centradas mas que nao fazem parte do
dominio computacional e, dessa forma, ndo se sobrepdem as células existentes.

p——
L iql -qlz- .
1 21 3 |4 15
—

Figura 4. Células fantasmas utilizadas na comunicagao entre niveis e os pontos envolvidos no
calculo das mesmas.

A Fig.4 mostra uma situagcdo de comunicagéo entre niveis. Tomando como base
0s pontos mostrados tem-se que a distancia entre os pontos 2 e 3 ndo € a mesma
gue ocorre entre os pontos 3 e 4, exigindo assim que se utilize uma célula ghost, no
caso G1, para possibilitar a obtencé@o do valor da propriedade no né 3. Para se obter
o valor da informagédo em G1 s&o utilizadas as informacdes dos pontos 1, 2, 3 e 4 e,
posteriormente, utiliza-se o valor de G1 para a realizagdo do célculo em questéo. De
maneira analoga, para a obtencao do valor no ponto 2 se faz necessaria a utilizacéo
da célula fantasma G2, que é obtida por meio das informacgdes dos pontos 2, 3, 4 e 5.

7.2 Remalhagem

O processo de remalhagem é uma parte importante ja que necessita transferir
informacdes de uma malha que estava sendo utilizada para uma outra configuracao
que foi gerada obedecendo ao critério imposto. Na Fig. (5) e na Fig. (6) sdo mostradas
as situacdes de criacdo de uma célula grossa e de duas células finas na nova malha,
respectivamente. Trata-se em ambas as figuras a situacédo (a) como a malha que
estava sendo usada na resolucéo e (b) a malha atualizada.

Na Fig. (5) duas células finas (3 e 4) da malha (a) s&o fundidas originando
uma célula grossa (3) na malha (b). Projetando o ponto 3(b) na malha (a) chega-se
a conclusao de que, seguindo os critérios de interpolacdo expostos anteriormente,
sdo usados os pontos 2, 3, 4 e 5 da malha (a) para se atualizar a informacao no
né referido. Nas demais partes do dominio a informacao de 1(a) é transferida para
1(b), bem como a de 2(a) para 2(b) e de 5(a) para 4(b). Em suma, quando os pontos
possuem a mesma posicdo no dominio em ambas as configuracées a informacéo
pode ser transferida de forma direta, mas quando um ponto da nova malha nao possui
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posicao correspondente na configuracéo anterior é necessario interpolar.

(a)

3!

(b)

Figura 5. Atualizagéo da malha com criacéo de célula grossa.

De forma analoga, quando existe a criagcao de pontos do nivel mais fino, existem
nés na nova malha que podem ter a informagao transferida de maneira direta por
possuirem a mesma posicdo de pontos da configuracdo anterior mas agora dois
pontos necessitam ter o valor da funcéo determinado via interpolacdo. Na Fig. (6) os
pontos que podem ter a informacéao transferida de maneira direta na nova malha séo
1,2, 5 e 6, os pontos 3 e 4 devem ser determinados utilizando a técnica de Lagrange.

Partindo do pressuposto de se utilizar dois pontos precedentes e dois pontos
subsequentes ao n6 em que se deseja realizar a interpolagdo, para se determinar o
valor da propriedade no ponto 3(b) é necessario que utilize-se os pontos 1, 2, 3 e 4
da malha (a). Ja para a se encontrar a informagao do ponto 4(b) € necessario que se
utilize os pontos 2, 3, 4 e 5 da malha (a).

1- 2- * 3- * 4-I 5- (a)
1- 2- 311 411 5- 6- I:h)

Figura 6. Atualizacdo da malha com criacao de células finas.

8 | VERIFICACAO COMPUTACIONAL

A verificagdo computacional é uma etapa fundamental para a implementacéo
da técnica numérica, pois através deste processo é possivel verificar se a solugao
aproximada esta com erros da ordem de discretizacao do método. No presente trabalho
a ordem de precisdo obtida é determinada utilizando-se um grafico log,(Ax) x log,(L;)
onde o calculo da norma L,, que € dado pela Eq. (14), sendo n o nimero de células
no dominio, Xnum & o valor obtido numericamente e Xanaitico € o valor dado pela Eq.
(2) no volume de controle i.
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E?=1(xnum - xanm‘.tir:o)2

n

L, =
(14)

Logo ap0s a determinagédo do valor da norma L,, no instante tr (tempo final), em
malhas progressivamente refinadas sobre o dominio, é realizada uma regresséo linear
dos pontos no grafico. O coeficiente angular da reta de ajuste (m) ir4 fornecer a ordem
de precisdo do método. Na Fig. (7a), onde é apresentada a taxa de convergéncia para
a CM1, pode-se observar que m = 2,00496 e na Fig. (7b), a qual mostra o resultado da
convergéncia para CM2, tem-se m = 1,99081, confirmando que, conforme pretendido, o
método implementado é de ordem 2 para ambas as configura¢cdes de malha utilizadas.

Além da analise da ordem apresentada pelo método se faz importante a analise
do comportamento de outra norma, a Lw , cujo valor é dado pela Eq. (15). Esta norma
informa o maior valor de erro presente no dominio em dado instante de tempo, além
de possibilitar junto ao c6digo computacional determinar o ponto de ocorréncia de tal
valor.

Lo = |Xpum — Xanaticol (15)

A seguir é apresentado o comportamento da norma L para 4 configuracdes de
malha, sendo as duas primeiras configuragdes compostas por malha uniforme com
100 noés na Fig. (8a) e 200 pontos na Fig. (8b). Os dois casos restantes fazem uso de
malha adaptativa conforme CM1 (Fig. (8c)) e CM2 (Fig. (8d)). E importante ressaltar
que todos os resultados apresentados s&o para tr =957[s]e b =2,0[s -1],

A Figura (8a) apresenta a norma Le para o caso em que se usa uma malha
uniforme com 100 pontos, tendo-se um passo espacial 4x = 0,0628318_ 0 grafico da
norma L» mostrado na Fig. (8b) é também para uma situacdo de malha uniforme, porém
utilizando 200 pontos sobre o dominio, levando a um passo espacial Ax = 0,0314159.

11 T T T
m = 2.00496
m = 1.99081
-3
-4
g g

Figura 7. Grafico da taxa de convergéncia para (a) CM1 e (b) CM2.

Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecénica 2 Capitulo 1




0.0007, . . . . 0.00018

0.00016| B
0.0006 -

0.00014 -
0.0005}

0.00012

0.0004 0.0001
B T 8

- ~
8e-05

0.0003

6e-051- =
0.0002

4e-05

0.0001]

2e-05

o i i i
i

0 10 20 30 10 50 60
10 50 60 Tempo 5]

0 10 20 30
Tempo [s]

(@) (b)

0.0008 T 0.0007,

U

0.0005

N1
i o)

0.0002

S i

_50.0004t

—_—
—

0.0003

R —
—

—

0.0002| —

0.0001

0.0001

i I
0 10 20 40 50 60 0 10 20 40 50 60

30 30
Tempo [s] Tempo [s]

() (d)

Figura 8. Grafico da norma Lo para um dominio com malha uniforme de (a) 100 pontos, (b)
200 pontos e para os casos de (c) CM1 e (d) CM2.

A Fig. (8c) mostra a norma L, para uma simulagdo fazendo uso da CM1,
na qual cada bloco possui 40 pontos, levando a malhas com passos espaciais de
Ax(1) = 0,0628318 e Ax(2) = 0,0314159 para os blocos de malha grossa e malha
fina, respectivamente. Por fim, a Fig. (8d) mostra a norma Lo para uma simulacéo
usando a CM2, na qual os blocos posicionados nos extremos do dominio possuem
20 pontos, os blocos de nivel grosso 30 pontos e o bloco central de nivel fino, 40
pontos. O espacamento da malha no nivel grosso e no nivel fino séo, respectivamente,
Ax(1) = 0,0628318 e Ax(2) = 0,0314159 nessa situagao.

Todos os resultados apresentados tanto para a norma L« foram obtidos através
da analise de todo o dominio, ja para a norma L, o calculo foi realizado levando em
conta somente os blocos de malha mais refinada.
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9| CONCLUSAO

O presente trabalho tem como objetivo avaliar a utilizagcdo da malha adaptativa em
um problema unidimensional de difusao, utilizando o método da solugdo manufaturada
para avaliar o erro e a taxa de convergéncia do método. Como esperado, observou-se
gue nao houveram ganhos de acuracia com o uso do método. O ganho em se utilizar a
malha adaptativa pode ser notado no tempo computacional. Em problemas industriais
onde o tempo para se realizar simulagcbes computacionais e obter resultados é
importante, o uso de malha adaptativa se apresenta como uma alternativa interessante.

10 | AGRADECIMENTOS

Os autores gostariam de agradecer a Petrobras, CAPES, FAPEMIG, CNPq,
MFLab e a FEMEC/UFU pelo suporte no desenvolvimento do presente trabalho.

REFERENCIAS

Berger, Marsha J e Oliger, J., 1984. Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential
equations. Journal of computational Physics, Vol. 53, No. 3, pp. 484-512.

Brito, P.M.P.d., 1998. Aplicacao de métodos numéricos adaptativos na integracao de sistemas
algébrico-diferenciais caracterizados por frentes abruptas.

Chapra, S.C. and Canale, R.P., 2009. Métodos numéricos para engenharia. AMGH Editora.

Ferziger, J.H. and Peric, M., 2012. Computational methods for fluid dynamics. Springer Science &
Business Media.

Franco, N.B., 2006. Calculo numérico. Pearson.
Patankar, S., 1980. Numerical heat transfer and fluid flow. CRC press.

Pivello, M.R., 2012. Um método front-tracking completamente adaptativo para a simulacéo de
escoamentos tridimensionais bifasicos. Ph.D. thesis.

Salari, Kambiz e Knupp, P., 2000. Code verification by the method of manufactured solutions.
Technical report, Sandia National Labs., Albuquerque, NM (US); Sandia National Labs., Livermore, CA
(US).

Villar, M.M., 2007. Analise numérica detalhada de escoamentos multifasicos bidimensionais.
Ph.D. thesis.

Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecénica 2 Capitulo 1




SOBRE OS ORGANIZADORES

Henrique Ajuz Holzmann - Professor assistente da Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana (UTFPR). Graduacdo em Tecnologia em Fabricacdo Mecéanica
e Engenharia Mecénica pela Universidade Tecnol6gica Federal do Parana. Mestre
em Engenharia de Producédo pela Universidade Tecnolégica Federal do Parana
Doutorando em Engenharia e Ciéncia do Materiais pela Universidade Estadual de
Ponta Grossa. Trabalha com os temas: Revestimentos resistentes a corroséao,
Soldagem e Caracterizacéo de revestimentos soldados.

Joao Dallamuta - Professor da Universidade Tecnolégica Federal do Parana (UTFPR).
Engenheiro de Telecomunicagdes pela UFPR. Especialista em Inteligéncia de Mercado
pela FAE Business School. Mestre em Engenharia pela UEL. Trabalha com os temas:
Inteligéncia de Mercado, Sistemas Eletrénicos e Gestao Institucional.

Impactos das Tecnologias na Engenharia Mecénica 2 Sobre os Organizadores m



Agéncia Brasileira do ISBN
ISBN 978-85-7247-247-0

788572

472470





