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RESUMEN: La Metodologia Superficie de Respuesta (MSR) puede definirse como
una estrategia que engloba los siguientes puntos: elegir un diseo experimental
que permita medir adecuadamente el comportamiento de la respuesta de interés;
determinar un modelo que describa el comportamiento de los datos obtenidos
mediante el disefio experimental, lo que implica hacer algunas pruebas estadisticas
para verificar si el modelo es adecuado. Una vez que se tiene un modelo adecuado
se procede a encontrar la combinacion de los niveles de los factores de entrada que
producen la respuesta dptima. La MSR tuvo su origen en los aflos 30’s en trabajos
realizados por Sisar, Yates, y otros, sin embargo, ésta fue desarrollada formalmente
por Boxy Wilson (1951). El objetivo del presente trabajo es describir tres aplicaciones
de MSR a conjuntos de datos reales: el primero es un experimento realizado en una
industria electrénica mexicana; cuyo objetivo es disminuir el nimero de dispositivos
electrénicos que se rompen en cierta etapa de su proceso de fabricacion, debido a
los cambios bruscos de temperatura que alli ocurren, el problema es que algunas
obleas no resisten dichos cambios de temperatura y se rompen (Castro Montoya,
1995). Una oblea desilicio es un dispositivo electrénico en el que vienen integrados
microcircuitos para ser procesados juntos, es decir, la oblea es el medio que permite
procesar al mismo tiempo cientos de dados o chips, lo cuales deben cumplir ciertas
propiedades eléctricas. El analisis mediante el modelo de regresién multiple y el
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modelo de regresion logistica tuvieron la capacidad para detectar los mismos efectos.
Esto se debe tal vez a que un nimero grande de obleas procedas en cada tratamiento.

PALABRAS CLAVE: Disefo y andlisis de experimentos, Modelos, Metodologia
superficie de respuesta y Pruebas de hipdtesis.

Response surface methodology and logistic
regression model: Application to real datasets
on integrated circuit manufacturing

ABSTRACT: The Response Surface Methodology (MSR) can be defined as a strategy
that encompasses the following points: choosing an experimental design that allows
to adequately measure the behavior of the response of interest; determine a model
that describes the behavior of the data obtained through the experimental design,
which implies doing some statistical tests to verify if the model is adequate. Once
we have an adequate model, we proceed to find the combination of the levels of
the input factors that produce the optimal response. MSR had its origin in the 1930s
in work by Sisar, Yates, and others, however, it was formally developed by Box and
Wilson (1951). The objective of this work is to describe three applications of MSR to
real data sets: the firstis an experiment carried outin a Mexican electronics industry;
whose objective is to reduce the number of electronic devices that break at a certain
stage of their manufacturing process, due to the sudden changes in temperature
that occur there, the problem is that some wafers do not resist these changes in
temperature and break (Castro Montoya, 1995). A silicon wafer is an electronic
device in which microcircuits are integrated to be processed together, that is, the
wafer is the medium that allows hundreds of dice or chips to be processed at the
same time, which must meet certain electrical properties.

KEYWORDS: Design and analysis of experiments, Models, Response surface
methodology and Hypothesis tests.

INTRODUCCION

En este trabajo se presentan los resultados de aplicar Metodologia Superficie
de Respuesta a tres conjuntos de datos reales. En el primer caso se presenta una
aplicacién del disefio de experimentos en la industria electronica mexicana. Algunos
aspectos que hacen interesante este experimento son: 1) las consideraciones de
ingenieria de proceso que se hicieron previamente, 2) las diferentes alternativas de
andlisis estadistico, por ser la respuesta una variable binaria y 3) el ahorro econémico
obtenido. La compaiiia esta interesada en determinar los niveles de los factores que
minimizan el nUmero de obleas rotas. Los factores que se controlan son temperatura
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de grabado, temperatura de pirafia y temperatura de agua. El proceso se realizaba
antes del experimento a una temperatura de grabado de -3 °C, una temperatura
de pirafa de 98 °Cy una temperatura de agua de 20 °Cy se tenia un rendimiento
mecanico del 97% en la solucidn piranha. Puesto que no se sabe que tan cerca
puedan estar los niveles usuales (-3 °C, 98 °C, 20 °C) de los niveles que producen la
respuesta Optima, los ingenieros se deciden por correr un disefio factorial 23, con el
objetivo de localizar el tratamiento mediante el cual se obtenga un mejor rendimiento
mecanico. En cada tratamiento se utilizaron 500 obleas, y se obtienen solo ocho
puntos. Debido a que se tienen pocos puntos no es posible detectar silos supuestos
de independenciay varianza constante se cumplen, por lo que se decidid considerar
sélo 250 obleas por tratamiento, se obteniendo 16 puntos, pues 250 obleas por
tratamiento es suficiente para observar al menos una oblea rota por tratamiento.

METODOLOGIA DE SUPERFICIE DE RESPUESTA

La Metodologia de Superficie de Respuesta, inventada en 1951 por Box 'y
Wilson, es un conjunto de estrategias de investigacion, métodos matematicos e
inferencia estadistica que permiten al investigador hacer exploracién empirica
eficiente en el proceso de su interés. Es un método estadistico que usa informacién
cuantitativa de experimentos apropiados para determinar y resolver ecuaciones
multivariantes, utilizado, la mayoria de las veces, para la optimizacién de procesos.

DISENOS Y MODELOS PARA SUPERFICIE DE RESPUESTA

La estrategia experimental y analisis en MSR se basa en el supuesto de que la
verdadera respuesta Il desconocida es una funcion qo[xl,xz,...,xk] del conjunto
de variables de disefio X, Xy, ..., X, y que la funcidn puede ser aproximada en
algunaregiéndelas x,  porun polinomio de primero o segundo orden. En la practica
este supuesto es razonable si la respuesta observada es continua y suave, aunque
su comportamiento no sea suave esta variable puede describirse con un polinomio
de bajo orden si se escoge una region experimental lo suficientemente pequena.

Por otra parte, un polinomio de grado n puede ser aproximado mediante
una expansion en serie de Taylor de la verdadera funcion tedrica fundamental
qﬂl{ XisXn,eee s Xy, ]truncada después del término de orden n, paralo cual se tiene que:

1. Entre mayor es el grado del modelo polinomial ajustado, mejor es la
aproximacion que se obtiene mediante las expansiones en serie de Taylor
a la verdadera funcién (p[ X, X5, !Xk} .

2. Enregiones pequefas se obtienen las mejores aproximaciones de cierto
grado dado.
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Enla practica, se procede bajo la suposicion de que, sobre regiones pequeias del
espacio de factores, un polinomio de primero o segundo orden puede representar
adecuadamente la verdadera funciéon. De aqui que los modelos mas utilizados en
MSR sean los polinomios de primero y segundo orden dados por

Y=Bo+B X+ Byx,+...+ By x, +E

Y=Bo+i B:‘X:"'i ﬁfixizﬁif-'-zk: Zk: Bixx;+e

i=1 j=i+l
Di{j

respectivamente, donde es el error aleatorio y los coeficientes B,l que
aparecen las ecuaciones anteriores deben estimarse mediante regresién lineal, a
partir de las observaciones obtenidas de la realizacion del disefio experimental.

Diserios de Primer Orden

Estos disefios son muy utilizados en la primera etapa de una investigacién cuyo
objetivo es encontrar las condiciones operacién de un proceso, o cuando se tienen
muchos factores, se puede utilizar un diseo de primer orden para descartar los
factores que no tengan influencia significativa sobre la respuesta. Cuando se utiliza
este tipo de disefio se requieren pocos puntos para ajustar un modelo polinomial
a la respuesta.

Como su nombre lo indica con los disefios de primer orden se pretende ajustar
un modelo de primer orden. Este modelo, como se sabe, para factores tiene
parametros a estimar, asi que se requieren al menos observaciones para poderlo
ajustar.

Cuando se quiere ajustar un modelo de primer orden en k variables Y=BD+Zk: B.x,+e,
es conveniente utilizar disefios que minimizan la varianza de los coeficientes de
regresion. Los disefios que satisfacen esta condicién se llaman Disefios Ortogonales.
Un disefio se llama ortogonal cuando los términos en el modelo ajustado son no
correlacionados entre si, lo que hace que los estimadores de los pardmetros tampoco
estén correlacionados entre si. Esto hace posible que la varianza de la respuesta
estimada en cualquier punto en la region experimental, sea expresada como la
suma de la varianza de cada pardmetro estimado en el modelo. Los disefios de primer
orden pueden fallar debido a que hay curvatura en la superficie de respuesta, o los
experimentos se realizaron de forma incorrecta. Cuando esto sucede, el modelo
debe ser mejorado mediante la adicion de términos de orden mayor o a través de
una transformacién a las variables. Cuando el modelo de primer orden no describe
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adecuadamente el comportamiento de la respuesta, se propone el modelo de
segundo orden.

Disefo Factorial 2k

En este disefio se estudian k factores, en dos niveles cada uno. Se le llama disefio
factorial completo en k factores cuando se seleccionan 2 niveles del primer factor,
2 niveles del segundo factor,...,2 niveles del k-ésimo factor, y la matriz de disefio
se forma por todas las combinaciones de los niveles, que son tantas como 2. Por
ejemplo, el disefo factorial 22 consiste de los cuatro tratamientos que resultan al
combinar los dos niveles de cada factor y su matriz de disefio estd dada por.

X X

-1 -1

X = 1 -1
-1 1
1 1

Disefio Factorial para k=2

De Segundo Orden

Los disefios de segundo orden son Utiles en la etapa final de un estudio de
optimizacién, cuando el punto estacionario esta cerca o dentro de la region
experimental, y permiten estudiar efectos lineales, de interaccion y efectos cuadraticos
o de curvatura pura.

Cuando se esta cerca del punto estacionario, a veces la verdadera respuesta tiene
curvatura y no puede describirse adecuadamente con un modelo de primer orden.
Si la curvatura existe, se utiliza un modelo de segundo orden. Como el siguiente:

k k ko k
Y=Ba+z Bjxf+2ﬁfixi2+z Z ﬁijxij"'f
i=1 i_lui'<j i=1 j=it+1 .

A continuacion, se presentan los disefios de segundo orden mas utilizados en
la practica.
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Disefio Factorial 3%

En este disefio es necesario que la respuesta sea observada en todas las
combinaciones de las k variables del diseno, las cuales tienen 3 niveles cada una.

Diseiio de Composicion Central

Box & Wilson proponen disefos mas econdmicos, que tienen la ventaja de
que se puede estudiar los efectos lineales no confundidos y efectos de interaccién
de segundo orden. En estos disefios cada variable anexa dos puntos, mas replicas en
el centro, en lugar de aumentar el niumero de niveles en los factores. Asi, un disefio
de composicidn central consiste de tres tipos de puntos, a saber:

k
1. Un disefio factorial 2 completo (o fraccionado).
2. De n; puntosen el centro.

3. Dos puntos axiales en cada variable disefio a una distancia o del centro
del disefo.

El nimero total de puntos en el disefio es N=12k+2k+nn_ El disefio central
compuesto puede hacerse rotable tomando «=/F* donde F=2%pF=2""| vy
ademas el disefio de composicion central puede hacerse un disefio ortogonal,
caso en el cual los efectos individuales de las k variables pueden ser evaluadas
independientemente. Ahora si se quiere que el disefio de composicidn central sea
ortogonal y rotable se toman a=(EfF y n=4vF+4-2k.ESto es el nUmero de réplicas en
el centro puede escogerse de tal manera que el disefio sea rotable.

Técnicas de Optimizacion

Una vez que se tiene el modelo debidamente ajustado y validado se puede
proceder a encontrar la combinacién de los niveles de los factores que producen la
respuesta 6ptima. Para localizar esta combinacién de niveles, a partir del modelo
ajustado, existen basicamente tres métodos, a saber:

1. Escalamiento Ascendente (o descendente)
2. Analisis Candnico
3. Anadlisis de Cordillera.

El uso de estos métodos depende del orden del modelo ajustado y la situacion
particular que se presenta con el punto 6ptimo que se quiere encontrar. A
continuacion, se describen cada uno de estos tres métodos.
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Escalamiento ascendente y descendente

Este método es utilizado con el modelo de primer orden. Su objetivo es encontrar
la direccién de maximo incremento de la variable de respuesta sobre el plano. En
el caso de que se busque el méximo decremento, estaremos hablando del método
descendente.

Consiste en la realizacién secuencial de experimentos a lo largo de la trayectoria
de escalamiento ascendente, es decir, en la direccién del maximo incremento de la
respuesta, a partir del centro del disefio. Cuando ya se tiene la direccidn en la cual la
respuesta crece, se realizan los experimentos secuenciales sobre puntos espaciados
adecuadamente, hasta que el valor de la respuesta cambia de tendencia. En este
momento se corre otro disefio de primer orden con centro en el punto anterior al
cambio de tendencia. Se procede de la misma manera hasta encontrar otro cambio
en la tendencia, es decir, se localiza la direccién en la cual la respuesta crece, de
igual forma, se realizan experimentos en puntos espaciados hasta encontrar un
nuevo punto donde hay cambio de tendencia. Se corre un tercer disefio con centro
en el punto anterior al cambio de tendencia y se encuentra la nueva direccion de
crecimiento. Mediante este proceso se llega a una vecindad del punto 6ptimo, lo
cual se detecta mediante la falta de ajuste del modelo de primer orden.

Ya que se cuenta con el modelo ajustado?(X>=Be+,Zk; Bxque describe adecuadamente
el comportamiento de la variable respuesta, el objetivo es trasladarse a una distancia
derunidades a partir el centro del disefio en la direccién de maximo incremento de
la respuesta. Por consiguiente, el problema se traduce a un problema de maximos
(o minimos, en el caso de escalamiento descendente) con ciertas restricciones.
La maximizacion de la funcién respuesta se lleva a cabo mediante el uso de
multiplicadores de Lagrange. El problema se férmula de la siguiente manera:

k

Maximizarfr(x ]=Eo+z Bix;

sujetoa =

k

2
Z X; yY(x) esmaximo,
i=1

Ahora supdngase que x=(xy, X,,...x,) es tal que ' =
entonces se cumple que

x, =B, /(2u); i =1, 2,..., k.
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donde p es el multiplicador de Lagrange. Notese que el cambio de las variables
x, es directamente proporcional a los coeficientes estimados B, y por consiguiente
los incrementos a lo largo de la trayectoria de escalamiento ascendente son
proporcionales a los coeficientes {8 }. Cabe sefialar que el tamafio de paso se elige
con base en el conocimiento del proceso.

Analisis Canonico

Los principales objetivos del andlisis candnico son encontrar las coordenadas
del punto estacionario, expresar el modelo en su forma candnica y encontrar la
relacién entre las variables candnicas y las variables codificadas. Este método es
de gran utilidad, ya que es a través de él como se puede expresar e interpretar de
manera sencilla el modelo de segundo orden utilizado.

El punto estacionario es aquél sobre el cual, dentro de una superficie de
respuesta, el plano tangente a la superficie tiene pendiente cero. Es importante
localizarlo porque en dicho punto, la variable respuesta es un maximo, un minimo,
oun puntosilla, lo que significa que podria ser el punto éptimo que se busca. Puede
suceder que se tenga una superficie estacionaria, en lugar de punto estacionario. La
situacion ideal es cuando dicho punto resulta ser del tipo que buscamos, maximo o
minimo, y que se encuentre dentro de la regién experimental, pero en la practica,
lo mas comun es que el punto estacionario no sea el que buscamos, y se procede
a encontrar el mejor punto dentro de la regidn, utilizando el método de analisis
de cordillera.

Las coordenadas del punto estacionario, Xo=(X10,X20.-.X,)! s€ Obtienen derivando
la respuesta ajustada con respecto a cada x, igualando a cero esas derivadas y
resolviendo las k ecuaciones simultdneamente. Esto es, consideremos el modelo
de segundo orden, dado por:

Ead

-1

Bt S Byx

i=1 j=i+1

Mx—

k
7 (x)=Bot 3 B

i=1 i=

[y

que en forma matricial se puede escribir como

V(x)= B,+X'B+X'BX

donde XE=(_Xl,x2:---:xk}-ﬁt=(ﬁ1:.Bz:--- ’ Bkl
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Observemos que Y [x| :R" — R es diferenciable. Asi pues, el punto
. . . . k
estacionario de la superficie de respuesta pertenece al conjunto de puntos X & R
que satisfacen

grad Y|x|=0
o _-B'B =( I
Por lo tanto, el punto estacionario esta dado X0~ 5 X105 X025 Xk -
Notese que el punto estacionario se puede obtener facilmente de los coeficientes

del modelo ajustado.

La forma bilineal simétrica

i 1
a%¥(x) 62Y(X) azY{x]
ox, 0x,0x, dx,0x,
8Y(x) 8Y(x) Y (x)
Hf(x)= a:"‘:1‘6}""“’2 ax; axkaxz
8Y(x) 8Y(x) Y (x)
ax,0x, 0x,0x, ox.
| 1

sirve para caracterizar la superficie de respuesta de la siguiente manera:
1. Sidet Hf (x,)#0

2. Sidet Hf(xo)'? 0 entonces minimo local si todos eigenvalores son
positivos.

3. Sidet Hf(xo]:‘ 0 entonces maximo local si todos los eigenvalores son
negativos.
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4. Sidet Hf(x(,) <0 entonces esun puntosilla.
5. sidet Hf (x,)=0

Si el eigenvalor distinto de cero es positivo entonces se tiene una variedad
minima local. Si el eigenvalor diferente de cero es negativo entonces se tiene una
variedad méxima local.

Método de Analisis de Cordillera

Durante el analisis de una superficie de respuesta puede suceder que el
punto estacionario este afuera de la region experimental, pero todavia se desea
encontrar el mejor punto dentro de esta regidn. El analisis de cordillera es parecido
a un escalamiento ascendente, pero sobre una superficie de segundo orden. El
método de analisis de cordillera sirve para encontrar el maximo (minimo) de
f’[ x} sobre esferas de radio variable T'; (f= 1, 2, } centradas en el origen
(xl 3 Koy X ] =( 0,0,... ,{]) y‘Eontenidas en la region experimental. El objetivo
es encontrar el maximo valor de Y{ x) en la superficie de cada esfera. Como el
modelo ajustado describe el comportamiento de la respuesta se espera que el mejor
punto de operacién sea el maximo (o minimo) sobre alguna esfera.

El modelo aiustado de seaundo orden sobre la reqnon de las k variables

codificadas X —[xl,xz,...,xk_) yﬁ—(ﬁl, Bz- cens ﬁk] se puede expresar
en forma matricial como

V(x)= B,+X'B+X'BX

y se desea maximizar ¥(x)= B,+X'B+X'BX su1etoa|a restrlcaonx x-r’=0
supongamos que x'= [xl,xz, xk)estalque r—\Zx yademaslel €sun maximo
(o minimo) entonces se cumple que

[~ . k
grad |¥(x)|=p grad (Y x'-r’)
i=1

donde M esel multiplicador de Lagrange. De aqui se deduce que
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Asi, el mejor punto sobre cada esfera debe cumplir la restriccion

. . _-B
|B-plI | x=—,
\D- L X 5

dondeelvalorde 1 seelige de acuerdo alo que se busca; si se quiere un maximo
H debe ser mayor que el mas grande valor propio de la matriz B , y si se busca un
minimo debe ser menor que el mas pequefio valor propio de la matriz B Cada
valorde H corresponde a una esfera de cierto radio, y se debe localizar aquella sobre
la cual el modelo predice el mejor valor de la respuesta en la regién experimental.

Ejemplo 1: Una Aplicaciéon de MSR en la Industria Electrénica.

La compania estd interesada en determinar los niveles de los factores que
minimizan el nUmero de obleas rotas. Los factores que se controlan son temperatura
de grabado, temperatura de piranha y temperatura de agua. El proceso se realizaba
antes del experimento a una temperatura de grabado de - , una temperatura de
piranha de y unatemperatura de agua de y se tena un rendimiento mecanico
del enlasolucion piranha. Se utilizo un disefio factorial , en cada tratamiento se
utilizaron obleas, y se obtienen solo ocho puntos, se decidié considerar solo obleas
por tratamiento es suficiente para observar al menos una oblea rota por tratamiento.

Se supone que la variable porcentaje de obleas rotas depende de los factores
temperatura de grabado, temperatura de pirafiay temperatura de agua, en grados
centigrados respectivamente. El modelo regresion lineal multiple a considerar esté
dado por

Y =Bt B X+ B Xt By Xzt B Xt Bis Xint Brn Xin &5 1=1,2,...,16,

donde

Metodologia de superficie de respuesta y Modelo de regresion logistica: Aplicacion a conjuntos de datos reales sobre la fabricacion de circuitos integrados

CAPITULO 2




Yy, = Porcentaje de obleas rotas
X,, = Temperatura de grabado

X,, = Temperatura de piranha

X,, = Temperatura de agua

’9 [BUJ IGI’ Bz- ﬁB’ﬁ13=ﬁ12!323), es e| vector de para’_

metros, y

£, 2| ,

i =NI[0, ) donde es la varianza.

En base a la muestra y aplicando regresion lineal multiple (mediante paquete
Statistica) se obtiene el modelo ajustado siguiente:

E(Y]=0.015-0.009 X,,-0.003 X,,-0.004 X,+0.004 X,,;i=12,..., n

De la expresidon anterior se ve que el factor que mas afecta a la variable nimero
de obleas rotas (en porcentajes) es la temperatura de grabado. También se observa
que mantener la temperatura de grabado en su nivel alto causa una disminucién
en la variable respuesta, mientras que, manteniendo la temperatura de pirafa
en su nivel alto y la temperatura de agua en su nivel bajo, implicando esto que se
eliminen los términos correspondientes a la temperatura de pirafa y el factor de
interaccion. Es decir, la combinacidon I:l, 1, - 1} es el mejor tratamiento, debido
a que esto causa que los términos correspondientes a temperatura de grabado y
temperatura de pirafia contribuyen a una disminucién en la variable porcentaje de
obleas rotas mientras que los otros factores se eliminan.

Se realizaron las gréaficas de diagnéstico no se observa alguna violacidon seriaala
suposicion de normalidad, no se viola el supuesto de independencia, ni el supuesto
de varianza constante.

La significancia de la regresion se prueba mediante la hipdtesis
Hy: By=B,=-=B3H;: Bi#0 paraalguna

En la tabla siguiente aparece el andlisis de varianzay se concluye que al menos
una variable contribuye significativamente a la regresion porque F, =24.84>

Fygsan=12.002.
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Efecto Suma de Grados de Cuadrados Estadistico F Por
Cuadrados Libertad Medios
Regresion .002340 4 .000585 24.84556 .000018
Residuos .000259 1" .000024
Total .002599

Técnica de Optimizacion

Con el método de minimos cuadrados se ajusté el modelo de segundo orden
a los datos y se obtuvo el modelo dado por

¥=0.015-0.009 X,-0.003 X,-0.004 X,+0.004 X,,;

Considerando que el objetivo es encontrar los niveles de los factores que
producen la respuesta minima, se utiliza el analisis candnico y se obtienen los
siguientes resultados el valor minimo de los valores positivos de  se encuentran
sobre la esfera de radio 0.8, sobre el punto con coordenadas (1.001,0.334,0.572).

Analisis mediante un Modelo de Regresion Logistica

La funcién distribucion que esta siendo propuesta para el uso de analisis de la
variable respuesta binaria, es regresion logistica.

En esta situacion se puede expresar el valor de la variable respuesta, dado x, como
eﬂu"’nar"l"'Bzxn"'ﬂuxa"'ﬂuxlz"'naux'u"'ﬁuxu"'ﬂu Xy
Yy = +te=p,X+E
1 + eﬁ‘o“'p]“'l +Elx£+ﬁlx3+ﬂ1lx1l+ﬁﬁxﬂ+IB]'JX'B-"BLH x]!

Aqui & asume Unicamente dos posibles valores.

g=1-pi X, &con probabilidad p,x , si y=1
p;,» con probabilidad 1-p,x , si y=0

Asi,€ tiene una distribucién binomial con media ceroy varianza (H , 1-m ] .Esto

es, la distribucion binomial describe la distribucidon de los errores. La distribucion
condicional de la variable de respuesta siaue una distribucién binomial, con
probabilidad dada por la media condicional Pi X
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En regresidn logistica se puede estimar directamente la probabilidad de
ocurrencia de un evento. Para el caso de mas de una variable, el modelo de regresion
logistica puede ser escrito como

, , glx]
P.y=1|x|==%

1+.e35’f-"]= 1+e'9["]=pix

eﬁo"ﬁl":"'ﬂz"g"'pﬁ"sﬁgu Xyt Baxnt Puxgt By xy

Donde Q‘{X]=

La probabilidad que un evento no ocurra se estima por

. . P y=1|x|
P Y =0|x|]=————=1-p;x
1+e%'"

En regresion logistica, los pardmetros del modelo son estimados mediante
Maxima Verosimilitud. Todas las ecuaciones de verosimilitud se obtienen derivando
la ecuacién de log-verosimilitud respecto a cada parametro. Asi, para la pareja
[x |y ] ¥i=1con, la contribucién a la funcién verosimilitud es P, X ,y para las
parejas donde 1- p,, lacontribucién alafuncién de verosimilitud es . La cantidad
pil | X}denota el valor de P; |X} calculado en X;. Puesto que las observaciones son
independientes la funcion de verosimilitud tiene la forma:

16
L{ﬁ.'= H P:{X}y'[l 'pi{xnl-yr
i=1

El principio de maxima verosimilitud establece que el estimador de sera el que
maximice la ecuacién 4.4 . Sin embargo, es mas facil trabajar con la ecuacion de
log-verosimilitud definida como

16

In L{ﬁl—z_ylln{pllxl) +1- y]]n(l prlx}]

Elvalor de que maximiza se obtienederivandorespectoa By, 81, P2 BizsPas
e igualando a cero las ecuaciones resultantes:

16

> X; (yi-(.p,-[x}jj}=0,para 1=1,2,3

i=1
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La significancia de cada coeficiente se muestra en la tabla (4.3). En ella se observa
que los efectos X, X,, X, son significativos con . Nétese que es mas significativo X,,
seguido por X, y después X..

En la tabla (4.4) se presentan los coeficientes estimados y los estadisticos
relacionados del modelo de regresién logistica.

Que predice el porcentaje de obleas rotas en términos del intercepto y las
variables temperatura de grabado, temperatura de pirahnay temperatura de agua.

Varia- Coeficientes | Error Estadisti- | Grados Nivel de Estadis- Factor
ble estandar | coWald de signifi- ticoR

Libertad | cancia
X, -.8926 .2082 18.3753 1 0.0000 -0.1610 0.4096
X, -4384 .2082 4.4330 1 0.0353 -.0621 0.6451
XX, -3144 .2082 2.2804 1 0.1310 -0211 0.7302
XX, 3292 1361 5.8522 1 0.0156 .0781 1.3899
Cons- -4.614 2124 471.7991 | 1 0.0000
tante

Tabla (4.4) Parametros estimados para el modelo de regresién logistica.

Dados los coeficientes, la ecuacion de regresion logistica para la probabilidad
de oblea rota puede expresarse en la forma

. , glx)
P [Y=1|x)]=—5—
1+

es'ﬁx}

Donde g{x]= o~ 46141-0.8926,x,-0.4384x,-0.3144 x,,+0.3292x,5

Este modelo se obtuvo con SPSS (Paquete Estadistico para Ciencias Sociales),
utilizando el método Backward. La significancia de cada coeficiente se muestra en
la tabla (4.3). En ella se observa que los efectos X,, X, y X, son significativos con
o =0.05. Nétese que es mas significativo X , seguido por X,, y después X..

La prueba que el coeficiente es cero se basa en el estadistico Wald, el cual
tiene una distribucion ji-cuadrada. Puesto que la variable tiene un simple grado de
libertad, la estadistica de prueba es justamente,
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B.-B,

\ Var (E,]

Donde la estadistica W tiene una distribucién Ji-cuadrada con n-3 grados de
libertad bajo la hipdtesis H, Para un nivel de significancia o = 0.05, la region critica
es de la forma.

W=

P(|T|>w|=0.05

La hipotesis H, se rechaza si |T| >W .Enlatabla (4.4) se presentan los valores
de la estadistica W para los parametros ﬁu,ﬁ1 » ﬁz, )Gu;ﬁu-

La contribucién de una variable individual en regresién logistica es dificil de
determinar. La contribucién de cada variable depende de las otras variables en el
modelo. En nuestro caso las variables no estan correlacionadas.

Mediante el estadistico R se estima la correlacion parcial entre la variable
dependientey cada variable independiente. De la tabla (4.4) se ve que el estadistico
estdentre-1y 1.

La ecuacion (4.6) para el estadistico R es

W-2k
-2«|0]

donde k son los grados de libertad parala variable y W es el estadistico de Wald.
El denominador es menos dos veces la log-verosimilitud de un modelo base que
contiene Unicamente al intercepto. El valor de 2k en la ecuacién (4.6) es un ajuste
por numero de parametros estimados.

Para interpretar los coeficientes en un modelo de regresion logistica, modelo
logistico puede ser reescrito en términos de los eventos que estan ocurriendo.
Primeramente, expresamos el modelo logistico en términos de razén de logaritmos,
el cual es llamado un modelo logit:

P.[Y=1|x|
_|=-4.6141-0.8926 x,-0.4384 x,-0.3292 x

log| ————
& P.[Y=0|x]
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De la ecuaciéon anterior, se ve que los coeficientes pueden ser interpretados
como el cambio en la razén de logaritmos asociado con una unidad de cambio
en la variable independiente. Puesto que es mas facil considerar los razén, mejor
que lalog-razdn, la ecuacién logistica puede ser expresada de la siguiente manera:

P, Y= 1|X.| = o~ 46141-089260x,-0.4384x,- 03292,
P,[Y=0|x|
P, Y= 1|X.| = o 46141 ,-089260x, 04384 x, ,-03292x,,
P,[Y=0|x|

Entonces e es elevado a la potencia 8; es el factor por el cual el odds cambio
cuando la i-ésima variable independiente crece por una unidad. Puesto que
BosB1s ,32, » SON negativos, sus respectivos factores son menor que uno, lo cual
significa que se tiene un descenso; como B3 es positivo, este factor sera mayor
que uno, lo cual significa que se tiene un incremento.

Una manera de evaluar el ajuste del modelo es comparar los valores ajustados
con los valores observados. En la tabla de clasificacion para obleas rotas ( 4.5) se
muestra la clasificacion

Ajustados Porcentaje
correcto
Observado 0 1
0 3939 0
1 61 0
98.48 %

Tabla (4.5) de clasificacion para obleas rotas

De la tabla anterior se ve que 3939 fueron correctamente ajustadas por el
modelo, los cuales no estan rotas. De las 4000 obleas, el 98.48 % de ellas fueron
correctamente especificado.

La probabilidad de los resultados observados, dado los pardmetros estimados, es
conocido como la verosimilitud es menor que 1, se utiliza -2 veces la log-verosimilitud
(-2LL) como una medida, de cdmo el modelo estimado ajusta a los datos. Para el
modelo de regresion logistica que contiene Unicamente la constante, -2LL es 592.298.
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Otra medida de como el modelo se ajusta es el estadistico de bondad de ajuste,
el cual compara las probabilidades observadas de las ajustadas del modelo. El
estadistico de bondad de ajuste es definido como

2
zz=z T

P1-P)

donde el residual es la diferencia entre el valor observado, y el valor ajustado, PI..

En la tabla (4.6) se presenta el estadistico de bondad de ajuste para el modelo
con todas las variables independientes. Para el modelo actual, valor de -2LL es
592.298, el cual es menor (mayor) que -2LL para el modelo conteniendo Unicamente
la constante.

Chi-cuadrada Grados de Significancia
libertad
Modelo Chi-cuadrada | 39.114 4 0.0000
Mejoramiento -.736 1 .3909

Enlatabla (4.6), el modelo chi-cuadrada es la diferencia entre -2LL conteniendo
Unicamente la constante y -2LL para el modelo actual. Esto es mediante el modelo
chi-cuadrada se prueba la hipdtesis de que todos los términos, excepto la constante,
son cero.

CONCLUSIONES

De los resultados obtenidos del analisis realizado en el presente trabajo se
puede resaltar lo siguiente:

1. Se presenta una aplicacién del disefio de experimentos en la industria
electrénica mexicana. Algunos aspectos que hacen interesante este
experimento son: 1) las consideraciones de ingeniera de proceso que se
hicieron previamente, 2) las diferentes alternativas de analisis estadistico,
por ser la respuesta una variable binariay 3) el ahorro econémico obtenido.

2. Losdiferentes analisis que se realizaron detectaron como significativos los
efectos X,, X, y X,,. El analisis mediante el modelo de regresion multiple
y el modelo de regresidn logistica tuvieron la capacidad para detectar los
mismos efectos. Esto se debe tal vez a que un nimero grande de obleas
procedas en cada tratamiento.
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Antes del experimento se utilizaba la combinacion de temperaturas (X,,
X, X)) =(-1,1,-1) y después de analizar los datos mediante las técnicas, se
encontré que un mejor punto es (1, 1,-1).

3. Desde el punto de vista econdmico, se importante mencionar que antes del
experimento se rompan obleas por cada mil procesadas, lograndose este
numero a 15 por cada mil. Esta mejora representa un ahorro aproximado
de $8000.00 ddlares mensuales. Esta aplicacion del disefo de experimentos
muestra que para tener mejoras importantes no se requieren disefios
complicados, ni analisis estadisticos sofisticados, sino experimentos bien
conducidos. Aunque hubiese sido mejor haber corrido un disefio factorial
23 con puntos al centro.
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