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RESUMO: A trigonometria complexa,
também conhecida como gonoiometria
complexa, representa uma abordagem
inovadora no estudo dos tridngulos, ao
introduzir os conceitos de vetorizagdo e
a utilizagdo de numeros complexos. Esta
pesquisa destaca as diferengas entre a
trigonometria complexa e a trigonometria
tradicional, oferecendo uma interpretacao
mais adequada para lados e angulos. Essa
abordagem melhora a analise geométrica
e oferece vantagens comparativas
significativas. As principais descobertas
sobre a trigonometria complexa indicam
que sua aplicacdo pode otimizar o
entendimento dos tridngulos, ao simplificar
célculos e proporcionar uma nova
perspectiva através das funcdes circulares
complexas. Os resultados revelam que a
complexidade adicional pode ser convertida
em uma ferramenta poderosa que facilita a
resolucéo de problemas em diversas areas
da matematica, Geometria e Mecanica,
potencializando a eficacia nas aplicagdes
praticas. O proposito deste estudo €
aprofundar o entendimento da trigonometria,
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abrindo novas possibilidades de aplicacdo e
método de andlise. Ao explorar a integragéo
da trigonometria complexa em outras
disciplinas, buscamos mostrar como esse
conceito pode se tornar uma linguagem
universal, permitindo uma comunicagcéo
mais clara e eficiente entre diferentes ramos
do conhecimento cientifico.  Sugerimos
gue novas pesquisas se concentrem na
investigacdo da aplicacéo da trigonometria
complexa em campos como a fisica e a
engenharia, onde a modelagem e a analise
de fendbmenos complexos sdo essenciais.
Além disso, o estudo da relagédo entre
a trigonometria complexa e diferentes
sistemas de coordenadas, bem como sua
utilidade em simula¢gdes computacionais,
abre um leque de oportunidades que vale
a pena explorar. A continuagdo deste
trabalho podera reforcar a compreensao e a
utilizagdo da trigonometria complexa como
uma ferramenta indispensavel nas ciéncias
exatas.

PALAVRAS-CHAVE: gonoiometria;
vetorizacdo; modelagem.
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COMPLEX TRIGONOMETRY

ABSTRAT: Complex trigonometry, also known as complex gonoiometry, represents an
innovative approach to the study of triangles by introducing the concepts of vectorization
and the use of complex numbers. This research highlights the differences between complex
trigonometry and traditional trigonometry, offering a more appropriate interpretation for sides
and angles. This approach improves geometric analysis and offers significant comparative
advantages. The main findings regarding complex trigonometry indicate that its application
can optimize the understanding of triangles by simplifying calculations and providing a new
perspective through complex circular functions. The results reveal that the additional complexity
can be converted into a powerful tool that facilitates problem-solving in various areas of
mathematics, geometry, and mechanics, enhancing the effectiveness of practical applications.
The purpose of this study is to deepen the understanding of trigonometry, opening up new
possibilities for application and analytical methods. By exploring the integration of complex
trigonometry into other disciplines, we seek to demonstrate how this concept can become
a universal language, enabling clearer and more efficient communication between different
branches of scientific knowledge. We suggest that further research focus on investigating the
application of complex trigonometry in fields such as physics and engineering, where modeling
and analysis of complex phenomena are essential. Furthermore, studying the relationship
between complex trigonometry and different coordinate systems, as well as its usefulness
in computer simulations, opens up a range of opportunities worth exploring. Further work
on this topic could strengthen the understanding and use of complex trigonometry as an
indispensable tool in the exact sciences.

KEYWORDS: gonoiometry; vectorization; modeling.

INTRODUCAO

A gonoiometria complexa é a gonoiometria dos sentidos, pois, ao considerar os
lados e os angulos de um triangulo, devemos dar-lhes o sentido adequado. lIsto, torna o
seu uso um pouco menos facil, faz com que sua aplica¢do seja muito mais proveitosa, pois
acrescenta uma dimens&o a gonoiometria.

Precisando mais , diremos que a genoiometria complexa é a sua vetorializagao da
gonoiometria. Os lados de um tridngulo podem ser expressos como numeros complexos,
enquanto os angulos correspondem a fungbes complexas, especificamente as funcbes
circulares complexas. Lendo o estudo, o leitor vera como funciona a gonoiometria complexa,
mas desta tera uma palida ideia.

Para poder apreciar, em toda sua extensdo, a sua exuberante forca ser-lhe-a
necessario conhecer as suas aplicagdes as outras ciéncias, especialmente a geometria e a
mecanica. Por outro lado, para tornar as suas aplicagdes mais faceis e mais eficientes sera
necessario estender a vetorializagédo a essas outras ciéncias. Somente, entéo, falando uma
linguagem aperfeicoada e Unica os — complexos — veremos o conjunto funcionar como um
todo, onde a harmonia e a beleza se entrelagam.
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DESENVOLVIMENTO

- Relacbes entre os elementos de um triangulo
Seja o triangulo ABC ( Fig.1) , de orientacéo positiva (1) que tem:

S (ponto de encontro das 3 mediatrizes JS, KS, LS) para centro do circulo
circunscrito;;

I (ponto de encontro das 3 bissetrizes IA, 1B, IC ) para centro do circulo inscrito;

H (ponto de encontro das 3 alturas AP, BQ, CR ) para ortocentro.
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(1): Um poligono é de orientag@o positiva quando percorrendo o seu perimetro, realizamos.um
movimento no sentido contrério ao dos ponteiros de un relégio. Se o sentido for contrério, ele seré de
orientacdo negativa.
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a=BC=¢C-3B= |lal. a1 - a1
P=CA=4a-C= |6l.oB1L= b BL
-
Cc

]
)
[ ]

} = AB = B - A = |8|lJ &1 = e. 81
IT) a+b+ec = 2p
ITT) A+ B8+ 2 = 180°

Iv) a+B+5 = ola]l

V) &i.al = $1.B1 = 81l.c1 = 1
VI) a1 = - Bl. cis C;
Bl = — 31. cis Aj
8l = — al. cis B, pois, rotando o vetor —bl, con
trario ac versor de B, em torno do vértice ¢, do Angulo c, /

‘obteremos o versor al; etec.'

- Lei do Senoc Complexo:

Nos triangulos APB e APC, temos: AP = BA. sen(-B) =

CA.sen C .. AP = — ¢. sen (-B) = B. sen Cc .. _B __—¢c
sen(—B) senC

Procedendo analogamente com os outros dois pares de triangu—
los, ou, melhor, permutando circularmente as 3 letras, chega-—
riamos a:
1 [% : sen (=A) = =B z sen B , b ; sen (-B) = —¢: sen c ,

G: sen (~C) = <a: sen (A) (S), que & a lei do seno. Os
senos das Zngulos sao proporcionais aos lados opostos. Pode —
mos concluir, como TIregra prética o sezuinte:

1 — ILados: Os dois lados considerados em cada propor—
c8o sao ambos convergentes ou divergentes, isto &, tem sinais
contrarios um o sinal (+) outre o sinal ( — )

2 - Angulos: o sentido de czda angulo € o de cada um

dos dois lados considerados.

- Lei da Tanmente gogggegﬁz De (1) +tiramos empregando uma
propiedade das proporoses o seguinte @ .
2: sen (-A) = - B Ccis €¢ : sen B.Cis C

[2 + BJicisg] : [sen(—-A) — Sen B. Cis cl

[ - B cisd] : [sen(-A)+ Sen B. Cis G
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Mas: Cis C = Cis(180° = A = B ) = = Cis (=A-B)
obs, Cis S = Cos S - i.sen S '
(a2 + D.cisc) :(2 - Boisc) =
[ben(-A) + senB.Cis(-A-B)] : [sen(—A)—aenscis(—A—Bﬂ
(8 + B.cis c) : (a = b.cis C)=
Tan f(—-A +3B): 2] : Tan [(-A-B) : 2]
{8«0:01860)s (R+B.0100)
Tan [(A + B) : 2] : Tan [(A-B) : 2]
Por permutacao das 3 letras, chegariamos a :
(& - B.cisc) = ( & + B.cisc) = Tan [(A + B):2 :Tan (258)]
2 (b - c.cisA) : ( B + C.CisA) = Tan[}B + C):2 :Tan (B=CJ]
(3 - & cisB) ¢ ( @+ &.CisB) = Tan[(C + 4):2 :Tan (é)]
que é a Lei da Tangente. 2

- Iei do cosseno Complexo:

De [ﬁ] tiramos :

&+ b + A, e 7 - E" -2 =2a+ b

. c = (a ) =

-3 TN, Rl 8 EaR oy

Mas ( N2 1; V, VI ) : 2.b + B.8 = an(d:a - B:b ) =
gLt H” » 512), A = Bl Oke'0 ..

#1° « B1° . cis 2C, logo: &b + ba = E.S.blz(l+01520)

2.32.D. Cos C. Esta expressio, por ser real, ¢ igual a
sua conjugada, isto 6 : 2 a.b.Cos C = 2 &.D. Cos (~C).

Portanto: &.c = a.a + D.b + 2 a . B.Cos C. Por

permutacac circular das 3‘letras éhegarfamoa a lei do Cossg

no: = > e
a2 =56. + 0.c + 2.b.c.Cos A
B.b = 8.2 + 4.2 - 2.5.2.Cos B 3
Ec-E = a.a — E-E _— 2-5-%-005 c

obs: Se o triAngilo for retdnzulo A = 90°, Cos A

It
o

a.?s. = B.:‘b - E.E

Variante: O 8ngulo de al e DL que é o angulo de a e
$, & de 180° - ¢ '.*. -arg.81 + arg. BL = 180° -~ ¢, como te-
: . : 5
mos que: arg. al® = 2.arg. al, arg. bla,a 2arg.bl, conclu

imos que arg n® - arg ¥ 2( 180° < @)
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Logo aplicando o teorema: '"Os dois lados Z1 ¢ 22
mu losango qualquer estao ligados pelas relacoes:

Z1 = r1, Cis.2 381

22 = r2. Cis.2 32

a)Z2 + Z1 = 2 %21, Cos(S2 - S1)

b) 22 - Z1 = 2 Z21l. Sen(S2 -~ S1) deade Qque:

0 =82 - 8S1L <M: 2.,

de

Teremos: 8153 312 = 2 81%. cos ( 180°- c) = 2512;005(—0)
BB B wWihB L% i 3% B bont ) Oew 0T w

i 8.8 B.008 (—¢) = 2.8. B. ODos-0, pole &. B1° waB1.81°

b
= aJal = &

- gg} @E? projecaes'comﬁlexas:

Sejam &' = CP e A" = PB as projecoes ortogonais de b

e & sobre —&. Temos & + a' + &" = 0, como Cos B = ~&: a

trifngulos APC e APB vem

nos

CP = A' = CA.Cos C = B. Cos C,

BY = ~B" m BA. Oos ( =H) = 7, Con (=5).". & + D.Codl + cocul(~Be=

= 0.,
Permutando circularmente as 3 letras , chegar{amo

das projecoes:

& + b.Cos C+ ¢ . Cos (~B) =0
$ + .Cos A+ a. Cos (=C) =0 4
e + 8.Cos B+ B. Cos (-A) =0

— Formula do angulo metade :
De (3) tiramos:
Cos A = (i.; - BE = Ge 8. B8, Lagns

2, 0052 (Az2) = Cos A - Cis A =

s a lei

s TRR -4 5l + 5.0~ 8 5.0 Gin Y] + 2.5.5 , vxp
~2b.8. Cis A = - 2bc.Cis(180°- A).Cis A = 2.bJe
2.6052 { Az2) = [k b2 - c2 - 2bc ) - a2 ]. cis A : 2be
ora: a= b+ c = 2p .. (b#c)z— 32=(a+b+c)(b+c—a)=
= 4p(p-a).
Coa ( Az 2 ) = cis ( A:2)\P(p-aJ)ibe '  (3.2)
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Procedendo analogamente, mas usando:
gen (A2 2) =4, Cis LA s 2). V(p—b)(p—c) 1 be (3.2)
Dividindo (3.2) por ( 3.1 ), teriamos: ‘
Jan (R s ) = i.\[( p~-b J(p - ¢ ) 2 plpa) (3.3); e

ainda multiplicando os dois termos da.fracfo do radicando de

(3.3) por (p-a), obteriamos:
Tan ( A:2) = i,r :(p?a) ( 3.3') onde T & o raio do

cfrculo inscrito no trifngulo ABG: r:V(p—a)(p—b)(p—c):p‘

Perimetros Complexos:

Com centro em B ( fig.l ) e raio = C, descrevamos um
arco circular, que leve A para Al, sobre o prolongamenio eg
querdo da base BC. Do mesmo modo com centro em C e raio = b

" descrevamos um arco circular que leve A para A2, sobre o pro
longamento direito da base BC. Teremos entdo @

AT,M2 = AL.B - BO —~ (A2 = ~ 82,015 {180° - B) + BOk

« CA.Cis [(180% c)|= & [~cis(-B)] + & + B.(-CisC) =

= a - b.0isC - 2.Cis(-B) = 2.2

Eﬁ;a =‘perimetrd complexo relativo a 2 igual a:

2.81 - b.BL.Cis C - ¢ . 8L.Cis(=B) = Al(a+b+c)=2pAl.
Analogamente, pof permutzcio circular, obter{amos 2

2pb = per{metro complexo relativeo a D izpal a :

$ - 6.0is & -~ 8.Cis (~C) = b.BL ~ ¢. CLl.CisA-a.81 .

v Ot ( ~C) =85 (b + 64 e)]="07m000

per{metro compiexo relativo a o: (255)

€ = 0 - 8.0i5B ~ D.Cis (=4)= c‘ci—a 41,0i5B-b.BLl.CissA
1 {c+a« 5) = ?p.el.

E também pa - & = pal - 2.3l =(p-a).81, pb - B - pbi-
.8 = ( p=5).B). Do = £ = p.80= c.01 = [ pea).ol.

Raios Complexos do circulo inscrito s

. Os vetores 1D = 7a, TE, = Th, e IF = 7¢ ( fig. 1) sdo
os raios complexos do circulo inscrito no triangulo ABC e re
lativos aos lados &,D, e G. Como os seus versores Sao respeg
tivemente : —i&1 ; -iBl e -ill, teremos chamando r o seu mé-
dqulo: Ta = - r.i.a1, b = -r.1.51 ; Pc = -r.i.81, como o &n
gulo entre os dois perimetros complexos 2 Da e 2 Db & o Angy

lo entre os seus versores al e Bl e vale 180° . ¢, sendo tam
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bém este o angulo entre os dols raios inscritos complexoa Ta

e ¥b, concluimos gue entre os perimetros complexos, bem co-—

mo entre os raios inscritos complexos existem as relacdes ro

tacionais jé constatadas entre os versores dos ladas {( N¢ Loy
VI) que é:
Pa = - pb. Cis C
Pc = — Pa. Cis B
b = -Fe. Cis A

Pb = =Pc. Cis A
Fa = —-Tbh. Cis O

e = —-r™a, Cis B.

A introducao do fator A1 nos dois termos da fracdo de (3.3")
levﬁ—naa, peois, a =
Tan ( A:2 Y)=%a ¢t (Ba - 8) (5)

Controle: A aplicaczao da soma de dois angulos ao tri-
angulo AIF da fig. 1 dd-nos :
= IF = Tc = AF. tan ( -A: 2). Orz, da sonsideracaoc dos
3 pares de tangentes iguais ao circulo I, tiramos ;

laFl - IBDl = IDCl =1

AP = (p-a).81 = —(p-a).81.0is B = —(Pa—-8).Cis B . .

Tan(-=A:2) = —Tc.Cis(—B): (pa-a) = Ta: (Ppa — &a).

0BS.: As férmulas ( 3.1,3.2,3.3,3.3' € 5 ) em nimero
de 5 devemos juntar outras 10, provenientes da permutaczo

circular das'3 letras.

— BRelacOes entre as funcfes circulares complexas e 2s fun

coes circulares :

Vimos que o8 2 lados 2zl = rl. Cis2Sl e z2=r2.Cis2352
de um losango qualguer estZo ligados pelas relacoes :
a) z2 + 2zl = 2.z1l. Cos ( S2 — S1 )
b) 22 — 21 = 2.zl. Sen ( S2 — S1 ) aesde que :
0O £ 82 = 81 <W:2 3
‘m) Cis 2S + 1 = 2 Cos S
b) Cis 25 = 1 = 2 Sen 3
a') Cos 3 = ( Cims. 23 % 19: 2
') Sen 8 =« ( Cla. 28 «~ 1)z2
Logo: Cos S = {[Ciss ~ Cis(-s)] . ciss} : 2
Sen S = {[Ciss - Cis(-S)] » CisS] : 2
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Cos S = Cos

usando:

Tan
Cot
Cos

Sen

teriamos :

Aplicacoes

S. Cis S (6); Sen S = i.sen 8. Cis S(7)
S'=Sen 8 : Cos S

(-8 ) =Cos 3 : Sen S

S. See ( -8) =1

S. Cse ( -8) = 1

Tan § = i.tan S (8)

Cot S = i.Tan S (9)

See S = Sec 8 . Cis S (10)

Osc 83 = 1, Csa 3. 615 3 (11}

-
H

"XI) Sob a forma de valores numéricos temog:

Forma cartesiana

0 N:4 m2 3Tr:4 af
Cos| 1 (1-i):2 [§) (1-i):2 1
Sen| o0 (-1-i)+2 =1 (-1-i):2 | ©
Tan [0} 1 ol i -i 0
Cot ot i [¢] -1 =i
Sec| 1 R & -5 i < SR 1
Cse po i -1 + 1 =1 -1 - i o= i
Forma Polax
T: 4 3T7:4
Cos [(\Z:2)CisTr:4 [(N2:2)Cis~ii:4
sen [(\2:2)icisT:4-(Z%2)icis-TT4
NB- Cis S = Cos 3§ —iSen S

II) A identificacao de (6) com (3.1) de (7) com (3.2)

e de (8) com (3.3'), leva—nos a :
sen(A:2)= (p-b)(p-c) :

Cos ( A22 ) = p(p-a):bec(3l)

be (3.2'), Tan(A:2)= r: (p-a) (3.3")

ITI)Lel do Seno : Do (1) tiramos:
8 =-b = sen (-A): sen B .°. a.al:(~b.bl)=isen(-A) :
i.sen B. Cis B .". a:b = ( B1:31 ).Cis(-A-B)(sen A )

(B1:51)0i5(Cc-188).3enAssenB (1') — Lei do Seno

sen B.
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IV) Lei da Tangente, temos:

i+ 5.0l C = a.81 * b.51.Cle C = a.8l= b.Ale(asb).51

(a+ 5.cisc) s (8 =5.01a¢)=(a-1b): (a+ b))

substituinde em (2), a 12 fracio pelo seu valor e, na

segunda, a tangente e a cotangente complexas pelas

tangente e cotangente, chegamos & lel da tangente

(2 + B):t (a = b) = tan [(A+B) ¢ 2] : tan [{A-B) : 2k29
OBS.: No cdlculo prﬁtien dos Enguluu,quandu, entao s tere
mos de recorrer as tabuas trigonométricas, construidas pa—
ra as funcoes circulares, usaremos: (3.2'), (3.1"), (3.3")
em lugar de (3.1), (3.2), (3.3") ¢ tembém (1') em ves de
(1) e (2") em lugar de (2), substituiremos agquelas formules
pelas suas versoes modulares.

Resolucao de itriangulos retansuloes @

S80 quatro 08 CASOER:

12 Caso: Dados & hipotenusa 2 e o angule 8 (fig.2).

A
= J_..--"""ﬂ. :\.
] rF - 2 :..E
_,.:E"r‘l : ]
e e RN Y
— e
B < }-ﬁ a ;
e ™ = ’ L3
H‘"‘-.._\_‘ :
- ‘-*-..:
AIT
et - ‘ ™
7 s Cos B
# —-co3 B T ﬂ
S ¥ A
; o /L Sens
n q:'m-----_"‘---.___ﬁ : i1'.
~ —— ! \
* 3 =h B i i
- o "J'“—--.____\_"\L
w, i g
Y j ¥
LY ] #
Y i ; "
\ , ;
R B B
} " - - ; ."..
e . e __—oa(=n)
Pig. 2 1 T
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A= 90°

§ =90° - 8

BA = BC. Cos B.'. & = -a.CosB

CA=BC. Sen B.'. b =42a. Sen B

Controle: B + & = a(Sen B — Cos B) = -&

Area: A drea complexa é:

8 = i.s, sendo S a area da triéngulo ABC. Temos :
28 = &b, pois, de arg & — arg D = 90° tiramos 2S=be
sibstituindo, vem: 28 = —&.CosB.=z.Sen(~B) , logo:
28 = 32; senB.CosB.Cis(-2B), 48 - . sen 2B.Cis(-=2B)
4§=i.az.sen 28 . ' '

22 Caso: Dados o cateto b e o angulo 8.

Sol. C= 90 - B
BA = CA. cot(-B) S = B.Cot B, & = B.Csec(-B).

BC = CA. Csc(-B)
Controle: & + a = b
_ Csc(-B) — Cotg(-B) = -b
Lrea: 2 & = éb = b.B.cot.B
28 = b2.Coth

32 Caso: Dados a hipotenusa a e o cateto C.

sol.
P=-a~2o
éos_B“= <8 1 B, Oos (~0) = =B ¢ &
Controle: B + € = 90° '
fu‘ea: 28 = 6.-"5 2

o Aweolaesal)

42 Caso: Dados os 2 catetos D e c.
Sol. a = -b - &, tang.B = -b

o O

tan(-c) = - ¢ ¢+ B tang= & :
controtas B e Y = G6°

Area : 2 8 = C.b
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Exemplos:

12 Caso: & = -(4 \[3': 3. cts (~30%) ; B = 30°

sol: & = 90° - B = 90°- 30° = 60° ; &= ~ &.CosB
(N3 : 3)Jcis(-30°). cos 30° =
G= ( N3s 33 s 2).° &=2; 6= a.sens

b=~ (413 : 3). cis(-30°). ( i:2).cis30°
B=-(2V3": 3)i

Krea: 45 = (16:3)i.sen60° = (16:3)(:3": 2)1
§ =2iV3': 3

22 Caso:Dados & = 2, B = 30°

c

non

sol. & =90° -8 =90 - 30 =60, b= -5.4anB
Pa-¥3 3 &= = &. aec( B) : & = -2 tcos 30°
= -2:( 3 : 2).cis 30° a= (- 4\3 : 3) cis (-30)

frea: 28 = 8.5 = 8. Cc.tang B = o taB

o8 = 440323 .t Be AT 3
32 Caso: Dados : & = —(4V3 1 3) eis (-30°), & =2.
PROTE A B =(4}3 :3).cis(~30°) - 2 =

= (413 ¢ 3).¥7 s 2= 102) <2.°,
b= =(2.3: 3)1,
(7 . S S Gl SN T 3)0i8(-30%)=
= (Y3':2) cis 30°%.°. B = 30° 3= 90°% 30°%«60°

fArea: 28= 3.b = 2(2.3=V331 & e Ny 2 AN

"

-

42 Caso: Dados B= -2i(\[3 :3), o= 2

sol: & = -b-C .'. & = =2 + 21(V3 :3), tanB

Vs 3 et 30", Rw30®, tanawb b
. 5= 4T = Tan 60° .*. & = 60°

Kkrea: 28 =38.5=bel = #4NT: 3.". 8= 20VF 3

-b:g =
2: (-2i§3)

1

Resolucdo de iriingulos obliguos:

S&o 4 casos:
12 Caso: Dados un lado e dois angulos: (3, B e &).
Sol: & = 180 - (B + §). Os outros 2 lados serdo calcu
lados pela lei do seno : b = -a.senB : sen (-A), o=-a.sen(-C):
¢ sen(A). Area: o duplo da area complexa 5 = Si €, representan

do por S a_ area e por 2ca altura complexa relativa a elde modu
lo he): 2 8 = c.zc, pois, sendo ¢ = c.cl e zc= -~hcicl, teremos:
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2.81 = c.cl ( ho.i.cl) .°. 28 = che, usando no triingulo
BAC ( fié. 1) 2c= 2R, vem: 2¢ = CR = AC.sen(=A) .. 2¢ =
w =b.sen(~A). Togost 28 = - G.b. sen A . Substituindo, en—
t50 & e b pelos seus valores , teremos : 2 8 = —A.a.sen(-B).
sen(-C):sen(A), como, Cis(-=2B).Cis(-~2¢):Cis 2A = Cis(~-2A -
+ 2B — 2¢) = Ois (-360°)=1 , vem: 28 = az.senB.senc:sen(—A)
ou 235 = a®.senB.senC : sen(B + C), jé que: B 4+ & = 180°-A.

22 Caso: Dados dois lados a e bB.

Sol: Calcularemos o Engulo ¢ pela igualdade:
argh — arga = 180° - 2, que serd muito fAcil se ‘os dados ti
verem a forma polar. P, exemplo — seja a = acisao, b=b.'cisbo
. e = F . S bo, se a forma for polar, digo cartesi-
ana, teremos pela igualdade retro: tanc = tan(ao = bo). Usa—-
remos, entao, para o calculo de & , ¢ = — & — D e eventual -
mente usando-se(7IDpara o controle do modulo ¢. Quanto aos 2
restantes angulos A e B, usaremos a lei da tangente (2').En-
tdo: Tan(A - B) = 2 =[(a- b): (a + b)] Cot( e:2) ja'que :
(K+8): 2=9°%°~ 8 : 2. BEstas 2 férmulas, fornecendo
(A-8B): 2e (X + B): 2, daario por soma e subtracdo,A eB.
ﬁréa: rermutando circularmente a formula que da a area, dedu

zida no 192 caso, vira: 2B el e N B

32 Caso: Dados 1 lado e os mdédulos dos outros 2 : a, D e &.
Sel: sendo : a= &: a, usaremos as formulas (3.1') ou /

3.2" ou melhor,(3.3") para o cdlculo dos 3 Angulos. Recaimos,
assim no primeiro caso. Alias as incogjnitas restantes be o
s3o facilmente controlaveis, desde que calculemos Bl e &1 /

pelas relacdes do N2 1 — VI. frea: S = DPa. ra. Com efeito ,

-~

2= wl=( p.ar)Mir.al) = pri ,". b= pr;

42 Caso: Dados 1 lado e um Angulo adjacente e o médulo do /
lado oposto ao angulo dado: &, B e b. So6l: A lei do Seno (1')
dar-nos-a © angulo ¢: sen ¢ = c.sen B: b. Recafimos, assim *
no primeiro caso. AliAs, também podemos controlar al e Dl u-
sando as relacbes do N2 1 , VI. A discussio é analoga & dn

trigonometria .
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Areas 28 = —-a.c.senB .

Exemplos:

192 Czso: dados ¢ = 3 + 41 ; A= 60° : B = 75°

B==2i + i ; sols c=18o-(‘—a)-180~135..o=45.
AC = AB. sen(-B): sen ¢ = (3 + 4i). sen(=75°) : sen 45° , lo-

gos AC = (3 - 41)(-2V3' -1 ) : [4.(—1+i)=2]=

£6 « AT = 310 = T 4) Lge 2 e 20 4% w4}

= (~2-3.\{F" - 111 - 45.y3) (i + 1) :(=4)= (-9 =\3'+ 13i «
71.03) ¢ 4 = [=9-"1,732 + £( 7,1732 + 13 J]: 4

=(-10,732 + 25,124 1):4

AC = -2,68 +« 6,281 °

BC ='BA. sen (R) : 'sen(-C) = (-3-4i)(=3 + if3):[4(-2-1):2]
=( 3+ 41)(-3 + 1\3): 2(1+1) =

- g YT~ 280 & 4 (04) 1 1= 1") =

= -9 +« 31\3' - 126 - 43"+ 91 + 33"~ 12 + 41J37:4

= (=21 =\3'- 31 + 74.\3) : 4 = (-22,732 - 9,124):4

BC = -5,68 + 2,281

22 Caso: Dados AB = 4 + 31, AC= 3 + 51, A= 2 - 3i

801l: B0 = AC — AB = 3 & 51 - (4 + 3i).". BC = -1 + 2i,

1 =arg AC - arg AB= 81 - 8, tan 81 = 51 ¢ 3 = 1,66.....1
= 59° 02, tang s = 3i: 4 = 0,751 , s= 36° 52'

Xase® 02t = 38”7 550 % X owpd® 100

usando, ent3o, como vimos antes, a lei da tangente (2') pa-

ra o edloulo conjunto B e &, acharemos: B = 100° 18' ,

& = 57° 32°. _ g

22;35 Polar : suponhamos os lados dzdos sob a forma polar.

12 Caso: Dados: AB = 5.cis 53° 8', A 607, B = 78", B smtui

avds & m IR e BT ey e

AC = AB. sen (-B) : sem ¢ = 5. Ccis 53° 8'. sen 75°Cis(~90-75)
sen 459

cis ( 90° + 458) = ( s.sen 75°: sen 45°).c1s8(53°8'~75%-45°-
180%) =[5.0,9659: (1:N2)}ecis(53° 8 - 300%) =
= 1,8295.1,4142. cis ( 53°8* + 60°).°. Ac= 6,830.0is113° 8°*

1

BC = BA.senAtsen(-C) = 5 Cis {53° 8* + 180°), sen 60?015(902
60°): sen 45°, cis ( -90°-45°) = [5. 0,8660: (1:Y2' M]cis (53°
8* + 60% 45%) - 4,33.1,4142.C15158 8° BC = 6,124.Cis158 8"
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Observacao sobre o calculo de angulos:

: Para calcular os angzulos dados pela equacao f(s)= z o
que ocorre frequentemente nas equacaes e na trigonometria on
de £ é uma certa funcao gonoiométrica(l) complexa € Z um com—
plexo: dado, podemos proceder de varios modos.

Deixaremos de lado o caso da secante e da cossecante,

que podem ser substituidos pelo seno e pelo cosseno.

a) Uso de Tabuas:

al) Se z constar entre os valores que, foram obtidos
e 28 funcdes gonoiométricas complexas dos Qngulos, 300,45o
60° etc. um desses angulos sera a solucao. No caso contrario,
considerando s relacoes existentes entre as funcdes circula-
res complexas e as funcoOes circulares, teremos de recorrer as

tabuas trigonométricas, construidas para estas ultimas funcles

a2) No caso mais facil, quando a funcao dada for a tan
gente ou cotangente, basta procurar nas tabuas gual o angulo

que correscponde 2 uma tangente ou cotangente igual a =zZei.

a3) Suponhamos , agora , que a funcao dada seja o seno
ou o cosseno, Podemos proceder de vérios modos:
1 - Forma cartesiana:
gseja ¢ Cos x = a + bi
Sen y = c + di
portanto: Cos x = Cos x . Cis X, senY = i.senY.CisY

Cos x = Coszx + i.senx.cosx = (cos2x + 1):2 +i(sen2x)
2

seny = = senzy + i.seny.cosy =

= 0052 2y = 13 2 2+ i, sen 2Y :2

= Co8 2x = 2a - 1, 2en 2x = 2b, cos 2y = 2c + 1

sen 2y = 24, equagﬁes pelas quais calcularemos de dois
modos x € y. Como controle teremos:

Coszx = az -~ b2, sen2y = c2

+ a2, einda nos é faculta
do , pois, por meio de CQszx = a & senzy = —C, empre
gar tabelas que fornegam os valores de 0032 x e senzy,

isto sem contar o método indicadoc anteriormente.
(1): Goniometria: Arte de medigio de angulos.
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2 — Forma Polar : Seja r.Cism, senY = irl,Cis n.

o
teremos: X = m, y= n — 90 , como controlc ussaremos

x= arc.cos r , ¥ = arc. Sen rl

Um exemplo de angulo dadospelo cossenc sob a forma po
Tar & o do 3% Camo am que goa B = (N3':z 2 ) 0im 30"
EntZo B= 30°, controle: cos 30° =\{3': 2
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RESULTADOS E DISCUSSAO

A trigonometria complexa, ao combinar os principios dos numeros complexos,
proporciona uma metodologia inovadora que torna o calculo e a solucao de problemas
trigonomeétricos significativamente mais simples. Ao representar fungbes trigonométricas
utilizando exponenciais complexos, conforme a férmula de Euler [(e/(ix) = cos(x) + i sin(x)],
operacdes como somas e multiplicagbes se transformam em processos mais diretos.

Essa modificacdo nédo s6 torna o manuseio de identidades trigonométricas mais
facil, como também simplifica a resolucédo de equacdes diferenciais e transformacoes,
trazendo vantagens em varias areas da matematica e suas aplicagdes praticas. Em
contraste com abordagens convencionais, que geralmente exigem um método sequencial
baseado em identidades e férmulas trigonométricas, a trigonometria complexa disponibiliza
um conjunto de técnicas que, em muitas situagdes, podem diminuir consideravelmente o
tempo necessario para encontrar solucoes.

Por exemplo, embora resolver equacgdes polinomiais trigonométricas possa ser
desafiador, a mudanca para o espago complexo frequentemente resulta em solucées
mais rapidas e de facil compreensdo. No entanto, a aceitacdo e a familiaridade com essa
abordagem complexa podem ser limitadas por preconceitos em relagdo ao emprego de
numeros complexos, especialmente em contextos académicos mais conservadores.

A aplicacéo da trigonometria complexa se destaca em diversos campos, tais como
fisica, engenharia e ciéncias computacionais, onde a descricao de fendmenos oscilatérios
e periddicos é frequentemente necessaria. Em fisica, por exemplo, a analise de circuitos
elétricos em regime alternado se beneficia intensamente da utilizacdo de numeros
complexos, onde a impedancia é tratada como uma quantidade complexa, possibilitando a
aplicacao direta de regras algébricas para determinar correntes e tensodes.

Na engenharia, a trigonometria complexa desempenha um papel crucial em campos
como o controle de sistemas e a teoria de sinais, especialmente na analise de Fourier
e suas variagOes, fazendo uso extensivo de técnicas complexas para decomposicao e
sintese de sinais.

Estudos de caso, como a aplicagdo da transformada de Laplace na analise de
sistemas dindmicos, demonstram ndo apenas a eficiéncia, mas também a eficacia e a
relevancia contemporanea da trigonometria complexa na resolugéo de problemas reais.

Embora a trigonometria complexa apresente inimeras vantagens, também enfrenta
limitacdes que merecem consideragédo. Por exemplo, em situagcbes em que as variaveis e
parametros sao intrinsecamente reais e ndo estéo sujeitos a oscilagdo ou periodicidade, o
uso de abordagens tradicionais pode ser mais direto e intuitivo.

Além disso, a transferibilidade de conceitos complexos para um publico menos
familiarizado com o tema pode representar um obstaculo significativo no ensino. Os
discentes constantemente precisam de uma base sélida em ndmeros complexos antes
que se sintam confortaveis em aplica-los em problemas de trigonometria.

Os desafios pedagogicos sdao amplificados ao lidar com a resisténcia de alguns
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educadores e estudantes em relacdo a introducdo de um paradigma matematico mais
complexo, o que pode resultar em uma curva de aprendizado acentuada. Isto fragiliza
a funcionalidade da abordagem em ambientes educacionais que valorizam métodos
tradicionais.

O futuro da trigonometria complexa apresenta oportunidades promissoras para
novas pesquisas e aplicagdes inovadoras. Com o avango da tecnologia e a crescente
interconexao entre diversas disciplinas cientificas, a intersec¢éo de trigonometria complexa
com areas como aprendizado de maquina e inteligéncia artificial abre amplos caminhos
para investigacdes futuras. Sugerimos, por exemplo, que a algoritmia orientada por
nimeros complexos seja explorada em contextos de big data, onde a otimizacgao de ciclos
de processamento e a anélise de dados possam se beneficiar de analises trigonométricas
complexas.

Além disso, futuros estudos poderiam investigar métodos pedagdgicos que tornem o
ensino da trigonometria complexa mais acessivel e intuitivo, utilizando ferramentas visuais
e tecnoldgicas que possam facilitar a compreens@o dos conceitos subjacentes. A busca
por novos estudos que conectem a trigonometria complexa a problemas contemporaneos,
como os da fisica quéantica e tecnologias emergentes, também é uma éarea frutifera que
merece atencéo.

CONCLUSAO

Neste estudo, abordamos a trigonometria complexa, destacando suas vantagens
comparativas em relagédo a trigonometria tradicional. As principais descobertas apontam
que a trigonometria complexa ndo apenas simplifica a representacdo e manipulagdo de
problemas geométricos, mas também oferece uma nova perspectiva ao integrar os lados
de um triangulo como numeros complexos e os angulos como fung¢des complexas. Essa
abordagem enriquece a analise matematica, permitindo uma resolucdo mais eficiente de
problemas que, de outra forma, poderiam ser complexos e dificeis de interpretar.

propoésito deste estudo foi aprofundar a compreensdo da trigonometria e suas
aplicagbes por meio da perspectiva da trigonometria complexa. Ao revelar a importancia
da vetorializagdo na representacdo dos elementos trigonomeétricos, o objetivo é oferecer
uma compreensao mais ampla das interagcdes entre angulos e lados, além de demonstrar
como essas relacoes se aplicam a diferentes campos do conhecimento, como geometria
e mecanica.

A pesquisa ndo so6 ressalta a beleza e a harmonia da trigonometria complexa, mas
também sugere uma linguagem matematica mais unificada e coerente. Sugerimos que
futuras pesquisas se concentrem em explorar as aplicagcdes da trigonometria complexa
em contextos interdisciplinares, como na fisica, engenharia e computagcdo. Assuntos

que merecem ser explorados incluem: a aplicagdo de fungbes circulares complexas na
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modelagem de fenémenos ondulatérios com o uso da trigonometria complexa em graficos
e visualizacdo de dados e, o desenvolvimento de algoritmos que utilizem a vetorializagéo
para otimizar a resolugéo de problemas em diversas areas cientificas.

Em dltima anélise, a continuacdo deste caminho de pesquisa pode levar a uma
compreensao mais profunda da interface entre a trigonometria complexa e outras disciplinas,
revelando um potencial inexplorado que aguarda ser descoberto. Esta abordagem integrada
e a busca por novas dimensdes neste campo podem contribuir significativamente para a

evolugao do conhecimento matematico e suas aplicagbes praticas.
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