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RESUMO: As equagbes de Maxwell
representam a base da eletrodindmica
classica e consolidaram a unificagdo entre
os fendbmenos elétricos e magnéticos.

Entretanto, em diversos contextos
da fisica te6rica e aplicada, torna-se
relevante investigar versbées reduzidas

dessa teoria, sobretudo quando se busca
simplificagéo analitica ou analise de
sistemas essencialmente planares. Nesse
sentido, a reducao dimensional apresenta-
se como ferramenta eficaz para converter
a formulacédo original em (1+3) dimensdes
em uma teoria efetiva em (1+2) dimensdes,
preservando sua esséncia, mas revelando
novas estruturas. O objetivo deste estudo
€ discutir a aplicagdo do procedimento de
reducdo dimensional a eletrodinamica de
Maxwell, detalhando as modificagbes na
lagrangiana, a derivacdo das equacgdes
de movimento e as implicagbes fisicas
decorrentes. Como metodologia, empregou-
se o formalismo lagrangiano, no qual uma
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coordenada espacial foi “congelada”,
eliminando sua dependéncia nos campos,
0 que permitiu a decomposi¢ao do quadri-
potencial em um vetor bidimensional e em
um campo escalar adicional. Os resultados
obtidos indicam que a teoria reduzida
mantém a coeréncia interna da formulagéo
original, mas apresenta caracteristicas
préprias, como a auséncia de uma lei de
Gauss independente para o magnetismo
e a emergéncia de um campo escalar
que obedece a uma equacdo de onda.
Dessa forma, o modelo reduzido mostra-se
consistente e aplicavel a investigacdo de
fendbmenos em sistemas planares.
PALAVRAS-CHAVE: Equacdes de
Maxwell, Formalismo Lagrangiano,
Redugéo Dimensional, Sistema Planar.

INTRODUCAO

As equacdes de Maxwell constituem
o alicerce teorico da eletrodinamica classica
e representam um dos marcos mais
importantes da fisica moderna. Formuladas
por James Clerk Maxwell em meados do
século XIX, elas sintetizam em um sistema
de equagdes diferenciais o conjunto de

leis experimentais que descrevem o0s
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fendmenos elétricos e magnéticos, unificando-os sob uma estrutura matematica coerente.
A partir de sua formulagéo original em quatro dimensdes espago-temporais (1+3), tornou-
se possivel compreender a propagacao das ondas eletromagnéticas, a interacdo entre
campos e cargas, bem como estabelecer a base conceitual para o desenvolvimento de
teorias mais avancadas, incluindo a eletrodinamica quantica e a teoria quantica de campos
(Jackson, 1999; Griffiths, 2012).

Entretanto, em diferentes contextos fisicos e matematicos, torna-se relevante
analisar versdes reduzidas dessa teoria, particularmente quando se busca simplificacdo
formal ou a investigacéo de fendmenos restritos a sistemas planares. O cenario da redugcéo
dimensional emerge, nesse sentido, como uma ferramenta poderosa para converter uma
teoria em (1+3) dimensdes em uma formulacédo efetiva em (1+2) dimensoes, preservando
0s aspectos essenciais da dindmica original, mas com menor complexidade analitica.

A aplicagdo desse procedimento a teoria de Maxwell permite ndo apenas recuperar
a estrutura fundamental das equagdes do eletromagnetismo em duas dimensdes, mas
também identificar o surgimento de novos elementos tedricos, como o aparecimento de um
campo escalar associado a dimenséao “congelada”. Tal caracteristica amplia a interpretacéo
da teoria reduzida, ao mesmo tempo em que revela diferencas estruturais em relagdo a
formulagé&o tridimensional, como a auséncia de um anélogo independente da lei de Gauss
para o campo magnético.

Nesse contexto, o presente trabalho tem como propoésito discutir a implementacao
da redugé@o dimensional na eletrodinamica de Maxwell, detalhando sua sistematizagéo,
a modificagdo da lagrangiana, as equagdes de movimento decorrentes e as implicacoes

fisicas que emergem do novo arranjo teérico.

SISTEMATIZACAO DA REDUGCAO DIMENSIONAL

A implementacdo de um ferramental matematico como o da redugé@o dimensional
em teorias formuladas em (1+3) dimensdes para teorias em (1+2) dimensdes, concede
a perspectiva de simplificagcdo analitica e computacional, mantendo-se, contudo, as
propriedades fisicas e matematicas mais relevantes do sistema em estudo. Em alguns
contextos, a transicdo de (1+3) dimensbes para (1+2) dimensdes permite identificar
simetrias ocultas, reduzir o niumero de graus de liberdade e facilitar a obteng¢éo de solugbes
exatas ou aproximadas. Além disso, a analise em sistemas planares serve como um
laboratorio conceitual para compreender fendmenos complexos em dimensdes superiores,
possibilitando a verificagdo de hipéteses, a validagcdo de modelos e a construcdo de
analogias que auxiliam na interpretacéo fisica. Essa abordagem € amplamente empregada
em areas como fisica da matéria condensada, teoria de campos e sistemas dinamicos,

onde modelos em (1+2) dimensdes preservam aspectos essenciais do comportamento em
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(1+3) dimensbdes, ao mesmo tempo em que reduzem significativamente a complexidade
matematica envolvida (Belich et al, 2004).

O procedimento de conversao de teorias em dimensbes superiores para sistemas
planares, consiste em “congelar” uma componente espacial das demais. Por convencéo,
adota-se para excluséo a terceira componente espacial (eixo-z). Em tal método, é requerido
que os campos da teoria, , anulem suas dependéncias em funcdo desta coordenada,
conduzindo a uma separagao desta componente das demais pertencentes ao 4-vetor. Esta

condicao é vertida na expressao (Belich et al, 2005),

53)(—.[), (1)

onde x representa um campo genérico definido em (1+2) dimensdes. Desta forma, com esta
imposicao, fica assegurado que nenhuma variavel do sistema exibira uma dependéncia em
relagdo a componente que esta sendo extirpada do sistema.

A LAGRANGIANA DE MAXWELL

Com a premissa de descrever o comportamento da teoria de Maxwell sob a 6ptica
da reducdo dimensional, toma-se como ponto de partida a lagrangiana representativa da
teoria de Maxwell em (1+3) dimensdes (Casana et al, 2011),

1

i 1

4 @

sendo F ;= aﬁAﬁ-agAﬁ, e os indices gregos com chapéu assumem valores que

variam de 0 a 3. Diante da condicéo arbitrada pela eq. (1), o quadri-potencial do campo

eletromagnético, comportar-se-a como
At — (A% @), (3)
3) . o .
de forma que A" =@ é agora um campo escalar, ja os indices gregos sem chapéu passam
a variar de 0 a 2. Por conseguinte, o quadri-potencial ficara externado como:

AR = (A(O),A(l),A(Z); P).

A mesma metodologia pode ser aplicada nos demais quadri-vetores que compde o

interesse, por exemplo, o 4-vetor corrente:
JH=U%Nn,

em que Jopera como fonte do campo escalar ¢. Posto o cenario, sera aplicado o mecanismo
matematico da reducdo dimensional sobre a lagrangiana do campo eletromagnético, eq.
(2), com isso, o termo cinético fica:
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v v 3v v 3 3v
F¥=F, F*"'+F, F"=F F"+F ,F*"+F, F

FpoF® = E, FW + 2F,3F3.

4

Visto que
F*=3"A" -3 Ar=0"p,
Fp3=ap Af?r‘.': - aqu H

conduzindo para

F, ,F"'=F, F"-28,008",

v

que subsequentemente permite escrever

T 1 1
FaoF* = — Fn F*" + - 0,00%@. 5)

=

Seguindo o mesmo roteiro para o termo da 4-vetor corrente, este toma a forma:

B_ I
A J'=A,J"-qJ.

Portanto, a lagrangiana estabelecida em (1+3) dimensdes, converte-se na seguinte

lagrangiana reduzida em (1+2) dimensdes:

1 1
L,,= _IFF“FW.'-EaFfPan] -AFJ“+(pJ,
(6)
sendo que a mesma, agora, passa a ser composta pela eletrodindmica usual de Maxwell e

por um setor escalar.

EQUAGAO DE MOVIMENTO DA TEORIA

Uma vez incorporado o efeito do mecanismo de reducdo dimensional na
lagrangiana do campo eletromagnético, a andlise pode ser conduzida a partir do estudo
do comportamento das equag¢des de movimento resultantes desse procedimento. Para tal
investigacdo, adota-se como referéncia o formalismo da equagéo de Euler-Lagrange, que
orienta a derivagédo consistente das dinamicas envolvidas (Casana et al, 2012). Assim,

oL ) oL _o

d ( - =
u
d(0,A,)| 9A, ”

que aplicada na eq. (6), proporciona o resultado
0,F"=J" ®)
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Expandindo a eq. (8), em funcdo das componentes e, tomando como principio a

componente temporal (aiFm:JO), resulta na correspondente lei de Gauss

—_— =

V-E=p. 9)
Por outro lado, externando a eq. (8), em fungédo das componentes espaciais (3,F™+8,F*=1"),
leva a lei de Ampere

-8,E*+¢“8.B=J" (10)
V' B-0,E=J, (1)

de forma que V'k=e‘“6i, corresponde ao gradiente dual, e as eqgs. (10) e (11),

representam as equacgdes inomogéneas da teoria reduzida. Semelhantemente ao caso em
(1+3) dimensoes, estas equacdes satisfazem a equagéo da continuidade

apJ“=0. (12)

Ao se fazer uso do dual do tensor do campo eletromagnético em (1+2) dimensées,
torna-se possivel obter mais uma equacao de Maxwell, para tanto adota-se

Fr=—¢"™F (13)

vy

M| =

de modo que em fungdo das componentes espaciais e temporal, fica:

F{’:%CO‘TF,.}:FH:—B

Ff=%€UUF.U=—€”EJ

I

que por sua vez, conduz para
=g { -
F —|.'B;'E _||; (14)

sendo E‘* 0 campo elétrico dual. Ja a proxima equagédo de Maxwell é originada a partir da
identidade de Bianchi,

TH_ v —
app =€ BFFM—O, (15)

de maneira que ao tomar

0. F'+9,F=0,-B)+d,(-¢"E’)=0,
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permite, assim, escrever a equacao de Faraday,

V x E+3,B=0. )

No processo de reducdo dimensional, observa-se o surgimento de um campo
escalar adicional no modelo efetivo em duas dimensdes. Esse campo emerge naturalmente
da compactificagdo das variaveis associadas a dimensao suprimida e desempenha papel
fundamental na nova formulacao teérica. A dindmica desse campo escalar € determinada
pela aplicacdo do formalismo variacional, de modo que sua equacdo de movimento &
obtida a partir da equacao de Euler—Lagrange, assegurando a consisténcia entre a redugcéo
dimensional e a descricdo lagrangiana do sistema. Desta forma, atuando a equacao de
Euler-Lagrange para o campo escalar,

“lo(o,e)] deo

concede a expressao

Fo=1, (18)

em que &/ =5F5'u= 3?- 172 € o operador D’ Alambertiano. A equacéo de onda obtida para
0 campo escalar mostra-se consistente com a descricéo do potencial escalar originado no
processo de redugédo dimensional, assegurando a preservacdo da coeréncia mateméatica
da teoria. Esse resultado evidencia que o potencial escalar desempenha um papel ativo
na formulagéo reduzida, passando a integrar de maneira efetiva a dindmica do sistema.
Como consequéncia, a estrutura da teoria em dimensdes inferiores néo se limita apenas
a uma simplificacdo formal, mas revela um novo arranjo dindmico governado por um
conjunto de quatro equacdes diferenciais. Essas equagdes correspondem as equacgdes de
Maxwell adaptadas ao contexto da eletrodindmica reduzida, garantindo que a esséncia dos
principios fundamentais seja mantida, ainda que sob um novo regime dimensional.

No grupo de equacdes resultantes da reducédo dimensional, nota-se a auséncia
da lei de Gauss para o campo magnético, a qual, em (1+3) dimensdes, & expressa por
T?’-ﬁ:{}. Ao se considerar 0 analogo em (1+2) dimensoes, verifica-se que a divergéncia
do campo magnético é identicamente nula de maneira trivial. Isso decorre do fato de que
0 campo magnético em duas dimensdes ndo se apresenta como um vetor tridimensional,
mas como um campo escalar que pode ser interpretado como a componente perpendicular
ao plano no qual a teoria esté definida. Dessa forma, a operacgéo divergente aplicada a esse
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campo resulta apenas no termo 6333, o qual, de acordo com a prescri¢do estabelecida na
eq. (1), é necessariamente nulo.

Essaparticularidade revela umadiferenca estruturalimportante entre a eletrodinamica
em trés e em duas dimensdes. Enquanto em (1+3) dimensdes a lei de Gauss magnética
garante a inexisténcia de monopolos magnéticos e constitui uma restricdo fundamental
da teoria, no caso planar essa equacéo torna-se redundante, uma vez que sua validade
€ automatica. Assim, na formulacdo bidimensional das equagdes de Maxwell, o analogo
da lei de Gauss magnética ndo precisa ser incluido explicitamente, pois sua condicéo ja
esta incorporada na propria definicdo do campo magnético escalar. Em termos fisicos, isso
significa que, no regime reduzido, a dindmica eletromagnética mantém coeréncia interna
sem necessitar dessa lei como equacgao independente, reforgando o carater simplificado e
ao mesmo tempo consistente da teoria em dimensfes mais baixas.

CONSIDERAGCOES FINAIS

A andlise da reducéo dimensional aplicada a eletrodindmica de Maxwell permitiu
compreender de maneira clara como uma teoria formulada em quatro dimensdes pode ser
reinterpretada em um cenario planar. A preservacao das principais estruturas matematicas
e fisicas do modelo original demonstra a robustez do procedimento, que ndo apenas
simplifica o formalismo, mas também mantém a esséncia dos fendmenos eletromagnéticos.

Um dos aspectos mais relevantes da investigacdo é o surgimento do campo
escalar associado a dimenséo “congelada”. Esse elemento adiciona riqueza a formulagcéao
teorica, revelando novas possibilidades de interpretagdo e demonstrando que a redugéo
dimensional vai além da mera supressao de coordenadas, constituindo-se como um recurso
de ampliacdo do escopo conceitual da teoria.

Outro ponto importante refere-se a auséncia de uma lei de Gauss independente
para o campo magnético no contexto bidimensional. Esse resultado, embora esperado
pela natureza escalar do campo magnético em (1+2) dimensdes, ressalta as diferencas
estruturais entre os regimes dimensionais e ajuda a consolidar a compreensédo de como
certas leis fundamentais se adaptam a diferentes contextos geométricos.

Por fim, o estudo confirma que a eletrodindmica reduzida mantém coeréncia
interna, consisténcia matematica e aplicabilidade em diferentes areas da fisica teorica e
aplicada. Ao fornecer um modelo mais simples e, ao mesmo tempo, rico em implicagdes, a
reducao dimensional se estabelece como ferramenta indispenséavel para a investigacéo de
fenébmenos em sistemas planares, oferecendo suporte tanto ao desenvolvimento de teorias
quanto a analise de experimentos em escala reduzida.
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